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ГОЛЫЙ ПАТРИОТИЗМ 
НА СМЕНУ 
ОБРАЗОВАННОСТИ?

 Образованность была, есть и бу-
дет главным ресурсом общества. Однако почему-то каж-
дый раз приходится заново переосмысливать, что такое 
образованный человек, какое образование необходимо 
рядовому члену общества, чтобы служил он этому обще-
ству верой и правдой, защищал его интересы, а если тре-
буется, и отдавал за него свою жизнь. Вот и пришли мы к 
патриотизму. К тому самому, который поднят на знамена 
идеологами новых стандартов. 

Когда возникает какая-то проблема, то поначалу кажет-
ся, что она уникальна, что ничего подобного раньше не было, 
ни с кем не случалось. Однако, присмотревшись, обнаружи-
ваешь под толстым слоем косметических ухищрений нечто 
вполне знакомое, даже застарелое. Так и с патриотизмом. 

Напомнила мне об этом случайно попавшаяся на гла-
за статья А. Хинчина, опубликованная в самом начале 60-х 
годов. Не берусь гадать и судить о том, чем было вызвано 
ее появление – времена легкими не были никогда. Статья 
о воспитании, в том числе патриотизма. В этом номере мы 
приводим ее фрагмент, в котором математик рассуждает о 
том, можно ли воспитывать патриотизм на уроках матема-
тики, в каких формах уместнее это делать. Просто рассу-
ждает, здраво, не заигрывая ни с верхами, ни с низами, не 
обманываясь и не обманывая. И приятно в этой связи, что 
никак это не расходится с тем, что делают  сейчас учителя 
математики, как они понимают свою задачу не только учи-
теля, но и воспитателя подрастающего поколения.

Но не может не беспокоить то, что патриотизм в новых 
стандартах образования вытесняет само образование. Воз-
можно, это реакция верхов на то, что образованные, актив-
ные граждане все энергичнее покидают страну в поисках 
перспективной работы, позволяющей им не выживани-
ем заниматься, а реализовывать свой потенциал, данный 
природой и подкрепленный государством в виде образо-
вания? В этом видятся недостатки в патриотическом вос-
питании? Так пустое это все. Каждый человек трепетно и 
с любовью относится к тому уголку земли, где прошло его 
детство, каким бы ни было это детство, каким бы ни был 
этот уголок. А уж если есть чем гордиться! Поэтому, если 
есть хоть малейшая возможность реализовать себя в род-
ном краю, никогда он его не покинет ни ради рубля или 
доллара, ни ради Москвы или заграницы. Были бы условия 
для нормальной жизни и нормальной работы.

Так вот и встает вопрос: зачем пытаются отнять у чело-
века образование, заменив его голым патриотизмом? Кто 
знает ответ? 

Л. РОСЛОВА 

Ф. Гойя. 
Сон разума рождает чудовищ, 1977

33
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Из статьи А.Я. Хинчина 
«О воспитательном 

эффекте уроков 
математики»

Статья была напечатана 
в сборнике «Математическое 

просвещение», № 6. — 
М.: Физматгиз, 1961.

ВОСПИТАНИЕ 
ПАТРИОТИЗМА

 Задача использования уроков математики 
для воспитания и укрепления в учащихся прочного чувства гор-
дости за свою Родину и любви к ней имеет в себе специфическую 
трудность, очевидная причина которой заложена в абстрактном 
характере математической науки. Надо сказать прямо, что непо-
средственно, своим собственным материалом и содержанием ма-
тематика в силу этой причины вообще не может служить орудием 
пропаганды чего-либо столь конкретного, как красота и величие 
родной страны. Здесь она с естественной скромностью вынужде-
на уступить место другим наукам. 

Однако на уроках математики ученик вовсе не все время сосре-
доточивается на ее абстрактной сущности; абстрактные схемы ма-
тематики непрестанно, почти на каждом уроке оснащаются, до-
полняются и иллюстрируются весьма различным конкретным со-
держанием, сюда входит содержательный материал «текстовых» 
задач, исторические сведения, различного рода приложения и 
т.п. При этом во многих случаях выбор конкретного оснащения 
в весьма широких пределах может быть варьирован и, таким об-
разом, в значительной степени ставится на усмотрение препода-
ющего. Очевидно, такой произвол может быть широко использо-
ван учителем для фиксирования внимания учащихся на фактах 
и цифрах, поддерживающих и укрепляющих уважение и любовь 
к Отечеству. У нас неоднократно писалось уже о подборе патрио-
тически направленного материала текстовых задач. Против это-
го приема ничего нельзя возразить; надо только тщательно про-
думать выбираемый материал, чтобы избежать опошления, вуль-
гаризации самой патриотической идеи, как это бывает, когда кон-
кретное содержание задачи мало естественно, «притянуто за во-
лосы», или когда задача, сообщая достаточно интересные циф-
ры и факты, ставит по поводу них такой вопрос, который явно не 
имеет ни непосредственного интереса, ни какого-либо практиче-
ского значения. Вместе с тем надо, конечно, отчетливо представ-
лять себе, что весь этот прием является чисто внешним, для раз-
вития патриотических чувств здесь используются уроки матема-
тики, но никак не самая математика. 

Значительно теснее связан с самой математической наукой при-
ем, состоящий в придании патриотической направленности цело-
му ряду исторических сведений. Этот прием, помимо впечатляю-
щей силы воздействия, особенно ценен еще тем, что он значитель-
но повышает интерес учащихся к истории математической науки, 
а во многих случаях дает повод и возможность эффективным об-
разом ознакомить учащихся с математическими фактами, выходя-
щими за пределы официальной программы и счастливым образом 
ее дополняющими. Так как по этому вопросу у нас почти ничего не 
писалось, то я здесь остановлюсь на нем несколько подробнее. 

История русской и советской математики богата фактами, зна-
комство с которыми, в особенности на фоне правильной историче-
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ГИПОТЕЗА ГОЛЬДБАХА: 

«Любое нечётное число 
не меньшее семи можно 
представить в виде суммы трёх 
простых чисел».

Н
А

С
Л

Е
Д

И
Е

Т
Е

М
А

 Н
О

М
Е

Р
А

: 
В

О
С

П
И

Т
А

Н
И

Е
 П

А
Т

Р
И

О
Т

И
З

М
А

http
://

webmarki.c
om/p

och
to

vya-m
arka-ss

sr/
Portr

et-P
-L-

CHebysh
eva--m

c4
1716849

http
://

de.aca
demic.

ru
/d

ic.
nsf/

dewiki/8
41508



2011    МАТЕМАТИКА    №7 (717)  55

ской перспективы, способно возбуждать в нас за-
конную радостную гордость. И среди этих фактов 
есть немало таких, понимание которых доступно 
учащимся средней школы в достаточной мере для 
того, чтобы они могли оценить их принципиаль-
ное или практическое значение. Нужно только, 
чтобы сам учитель был хорошо осведомлен как 
об этих фактах, так и об их роли и месте в науке, 
а также и о той научно-исторической обстановке, 
в которой они возникали и развивались. Нужно, 
кроме того, конечно, уметь рассказать учащимся 
об этих фактах так, чтобы возбудить их живой ин-
терес и извлечь максимальный эффект как для их 
математического развития, так и для воспитания 
в них здорового чувства национальной гордости. 

Хорошо известно, что для всего этого очень 
продуктивно могут быть использованы науч-
ные идеи нашего великого соотечественника 
Н.И. Лобачевского и научная судьба его идеи. 
В своей основе великий геометрический замы-
сел Лобачевского вполне доступен школьникам 
старших классов, а проведенная с надлежащим 
тактом беседа о нем может много содействовать, 
с одной стороны, пониманию основной для со-
временной математики идеи аксиоматическо-
го мышления, а с другой — глубокому уваже-
нию как к научному гению Лобачевского, так и 
к его замечательной теоретической стойкости — 
великой силе убеждения, позволившей ему тво-
рить в одиночестве, без общественного призна-
ния, в научно-враждебной атмосфере. 

Значительно менее известны у нас творения 
другого нашего великого ученого П.Л. Чебыше-
ва. А между тем научный облик его не менее им-
позантен, чем фигура Лобачевского. И кое-что о 
нем с большой и многосторонней пользой может 
быть рассказано и школьникам. Чебышев при-
надлежал к числу тех немногих ученых самого 
высокого ранга, которые на протяжении своей 
жизни работают в довольно многих, часто весь-
ма удаленных друг от друга областях математи-
ки, в каждой из этих областей прокладывая со-
вершенно новые пути, по которым затем в тече-
ние многих десятилетий идут их последовате-
ли. Великий дух новаторства был присущ Чебы-
шеву не в меньшей степени, чем Лобачевскому. 
В теории чисел, теории вероятностей, теории ме-
ханизмов и теории аппроксимации функций он 
создал мощные новые методы и сделался родо-
начальником большого числа научных школ в 
России и за границей. Замечательные идеи его 
далеко не исчерпаны и до настоящего времени. 

Для учащихся средней школы особенно до-
ступны и поучительны достижения Чебыше-
ва в теории чисел. Теорему Евклида о существо-
вании бесконечного множества простых чисел 

знают все. Очень полезно выписать с учащими-
ся таблицу простых чисел хотя бы до 100 и об-
ратить их внимание на видимое отсутствие за-
кономерности в расположении этих чисел. За-
тем рассказать о том, как задача о закономерно-
стях в чередовании простых чисел была и оста-
ется одной из центральных проблем арифмети-
ки. Стоит привести (без доказательства) впол-
не понятный школьникам и способный вызвать 
в них интерес результат Эйлера о том, что доля 
простых чисел среди первых N натуральных чи-
сел стремится к нулю с ростом N. В самых общих 
чертах можно затем коснуться асимптотических 
результатов Чебышева, обязательно давая исто-
рическую картину тех значительных усилий, ко-
торые до Чебышева были посвящены этой зада-
че. Конкретно же очень стоит остановиться на 
элементарном постулате Бертрана, проверить 
его на ряде примеров и тем возбудить интерес к 
нему со стороны учащихся. Позднее можно разо-
брать и какое-либо из его элементарных доказа-
тельств, хотя бы в порядке кружковой работы. 

Очень советую обратить внимание учащих-
ся на следующий замечательный исторический 
факт. Арифметика и геометрия — два старей-
ших и важнейших раздела математической на-
уки, и в обоих в течение ряда столетии наука в 
значительной степени питалась творениями Ев-
клида; центральные проблемы этих двух основ-
ных ветвей математики — теория параллельных 
в геометрии и задача о распределении простых 
чисел в арифметике — в течение многих веков не 
поддавались сколько-нибудь заметно многочис-
ленным усилиям целых поколений ученых. 

И вот, в XIX столетии, обе проблемы были сдви-
нуты, наконец, с мертвой точки. В геометрии это 
сделал русский математик Лобачевский, в ариф-
метике — русский математик Чебышев. Оба они 
проложили, каждый в своей области, совершен-
но новые пути, по которым наука успешно раз-
вивается до настоящего времени. Нет сомнения, 
что эти великие исторические скачки — Лобачев-
ский и Евклид — Чебышев — должны импони-
ровать молодым умам, которые в известной мере 
уже способны оценить их значение. 

Заинтересовав учащихся вопросами распреде-
ления простых чисел, учитель имеет совершенно 
естественный повод рассказать им о знаменитой 
гипотезе Гольдбаха. Очень стоит проверить ее в 
классе в пределах хотя бы чисел первой сотни. 
Затем, конечно без всяких доказательств, сооб-
щить о блестящих достижениях советского ака-
демика И.М. Виноградова (его основной резуль-
тат в направлении проблемы Гольдбаха, разуме-
ется, вполне доступен учащимся по своему со-
держанию). 
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 В Год Ковалевской судьба преподнесла мне за-
мечательный подарок. Друзья позвали в поездку Санкт-Петербург – 
Хельсинки – Турку – Стокгольм и обратно тем же путем. «Увидим 
Финляндию, на пароме переберемся в Стокгольм, посмотрим Бал-
тийское море. Ты же почти нигде не был», — соблазняли они меня. 
«В Стокгольме похоронена Ковалевская!» — первая мысль, которая 
пронеслась в моей голове. Как не поехать — когда еще представится 
такая возможность! Сам вряд ли соберешься. Конечно еду!

И вот мы в Стокгольме. Рядом со мной друг, коллега, удивитель-
ный, энциклопедически образованный историк, с которым мы еще 
10 лет назад не раз вели разговоры на тему «А почему бы гимназии 
не носить имя С. Ковалевской?». Ему, Игорю Викторовичу Буй-
ко, тоже хотелось побывать на могиле Ковалевской, но еще боль-
ше — посмотреть музей, посвященный истории шведских войн. 
Мы были уверены, что в маршрут экскурсии по Стокгольму обя-
зательно будет включено посещение Северного кладбища, ну, а в 
музей мы как-нибудь доберемся сами. Увы! Экскурсии предусма-
тривают посещение старого города, ратуши, где вручаются Нобе-
левские премии, музея одного корабля, различных экзотических и 
исторических мест Швеции… но не могилы великой соотечествен-
ницы. И такое посещение никогда (!) не включалось в маршруты 
различных экскурсий. Эх, Россия-матушка: пялимся на чужое, 
делаем вид, что чужая история нам интересна, а своей не знаем. 
Маршрут изменить не захотели, и мы вдвоем, выкроив три часа, 
отправились осуществлять свой план посещения Стокгольма.

Остановили такси и попытались объясниться с водителем, но… 
(вот где мы себя кляли за незнание английского, а ведь всегда пи-
сали «читаю со словарем»). Таксист напрягся. Вскоре он понял, 
что мы — русские, позвонил диспетчеру и передал мобильник мне. 
Услышав вопрос по-русски, я объяснил, что нам нужно. Там, на 
конце «провода», меня поняли и попросили вернуть трубку во-
дителю, которому уже по-шведски все объяснили. Таксист улыб-
нулся. И вот мы с другом мчимся на окраину Стокгольма. Через 

НА МОГИЛЕ 
КОВАЛЕВСКОЙ

С. КОЗЛОВ,
г. Великие Луки, 

Псковская обл.

Фото предоставлены автором

Н
А

С
Л

Е
Д

И
Е

Т
Е

М
А

 Н
О

М
Е

Р
А

: 
В

О
С

П
И

Т
А

Н
И

Е
 П

А
Т

Р
И

О
Т

И
З

М
А

6http://rbchvsk.homelinux.net/img/
women/Sofi a_Kovalevskaya.jpg
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минут десять машина подкатила к огромному ста-
ринному кладбищу. Заходим в сторожку и, отча-
янно жестикулируя, пытаемся объяснить служи-
телям, что нам нужно. Выручил компьютер: про-
глотив имя «Ковалевская», он через минуту вы-
дал нам план кладбища и того сектора, где поко-
ится наша землячка. И мы начали искать. Прой-
дя с километр по ухоженному парку-кладбищу, 
мы подошли к невысокому холму. Среди сосен, 
посреди зеленого островка, на постаменте из кам-
ня, который у нас встречается на каждом шагу, 
возвышался крест из черного гранита. Место на-
помнило нам Полибино, наши леса. Мы подош-
ли. На гранитной табличке, укрепленной на по-
стаменте, прочли:

Профессор математики
С.В. Ковалевская

(род. 3
18 50

1
 – 29

18 91
1

)

русские друзья и почитатели

Вспомнилось, что на этот памятник собирались 
средства по всей России. В те далекие времена это 
было нормой жизни: многие памятники в России 
так и устанавливались (например, Пушкину в Мо-
скве). Немного постояв в молчании, я достал зем-
лю, которую взял накануне отъезда в Полибин-
ском парке, и положил ее у подножия. Земля с 
Родины малой и большой породнилась со швед-
ской… «Дмитрич! Скажи какое-нибудь слово», — 
попросил Игорь, давно уже глядящий в глазок ви-
деокамеры. А что скажешь? Главное — мы здесь 
и сделали то, что задумали. Год Ковалевской для 
нас завершился только сейчас. Подумалось: «Как 
все-таки мало нам удалось сделать за эти годы для 
того, чтобы Россия по-настоящему вспомнила 
свою великую Софью и отдала ей должное. Мно-
го ли в России, да и на всем земном шаре, было и 
есть таких женщин?! Мы должны удвоить, утро-
ить свои усилия, чтобы это состоялось». С легкой 
грустью мы покидали святое место…

Через полчаса мы были в музее истории швед-
ских войн, который нас поразил. Поразил тем, 

что он посвящен ужасам войны. Одноногий сол-
дат в окопе (везде восковые фигуры); землянка в 
натуральном виде с имитацией грязи; замерзшие 
и голодные солдаты, разделывающие околевшую 
лошадь; прачечная, где замученные женщины 
склоняются над грубыми чанами; шашки, вин-
товки и пулеметы, которые можно подержать в 
руках и почувствовать их тяжесть; муляжи посто-
янных спутников солдат: окопных вшей и крыс, 
и еще на каждом шагу вас сопровождают какие-
то недобрые шумы, взрывы и одиночные выстре-
лы, стоны раненых и умирающих солдат, неуют-
ная музыка. Увидев все это, к войне не воспыла-
ешь любовью. Вот и благодарят шведы — как нам 
сказал экскурсовод — своего Карла Великого за 
то, что он навсегда отучил от войн, и чтят тех, кто 
прославил их Родину добрыми делами, кто стро-
ил Швецию. Нам бы так…

И вспомнилась могила Ковалевской, ухоженная 
шведами и забытая нами, россиянами. И встала пе-
ред глазами юная Софья и ее Полибинская усадь-
ба, до которой нет дела государству нашему, в лице 
руководителей и политиков, и которую мы, рядо-
вые соотечественники, не знаем или вспоминаем 
редко, часто по случаю… Менять нам нужно при-
оритеты в нашем сознании и государстве. Нельзя 
быть Иванами, не помнящими родства! «Не ищите 
новое — ищите вечное» — эта древняя заповедь не 
выходит из головы, все время рвется из уст, когда 
я слышу об очередных новых реформах.

Но хочется верить, что Россия очнется от оку-
тывающего ее векового дурмана и станет такой, 
какой ее мечтала увидеть наша Софья: мирной, 
справедливой и свободной.

А землю, собранную на могиле Ковалевской, 
я рассыпал в цветнике перед ее бюстом в Полиби-
но в присутствии десятиклассников-гимназистов, 
приехавших убрать территорию парка. Бывая в 
музее-усадьбе, припомните, что у подножия па-
мятника Софье Васильевне есть кусочек ее Шве-
ции, страны, которая протянула ей руку, когда 
Родина ее отвергла.



Н. ГАБУНОВА,
г. Ульяновск

Фотографии Симбирска с сайта: 

http://www.welcometoulyanovsk.ru/

index.php?section=28

СЛОЖЕНИЕ 
И ВЫЧИТАНИЕ 
ОБЫКНОВЕННЫХ 
ДРОБЕЙ

Цели урока: 
— обобщить основные результаты знаний, умений и навыков 

по теме «Сложение и вычитание обыкновенных дробей»;
— активизировать познавательную деятельность учащихся;
— развивать самостоятельность учащихся, используя проект-

ный метод, творческие задания;
— воспитывать любовь к родному краю, его истории.
Оборудование: магнитная доска, компьютер, проектор, экран. 

Урок сопровождается компьютерной презентацией.

Ход урока

Учитель. У каждого живого существа есть на земле место, где 
оно появилось на свет. У растения есть корни. Говорят, что че-
ловек тоже имеет корни — это его родина, народ, предки. Улья-
новск — наш с вами родной город. Кто из вас знает, с какого года 
начинается биография нашего города?

[1648 г.]

Найти разумный компромисс между математическим содержа-
нием урока и его гуманитарным аспектом трудно. Чаще 
всего приходится мириться с тем, что математическое 
задание оказывается искусственным добавлением к бе-
седе по поводу гуманитарных аспектов нашей жизни. 
Однако то, что кажется искусственным при описании 
урока, в реальности очень хорошо детьми восприни-
мается и оказывает на ребят серьезное воспитатель-
ное воздействие. Один из таких уроков, посвященный 
360-летию города Ульяновска, описан ниже.

5 класс

8
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К материалу есть приложение на CD-диске, вложенном в № 8.
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Сегодня тема урока — «Сложение и вычита-
ние обыкновенных дробей», и посвящается он 
360-летию нашего родного города.

Давайте узнаем историческое название города. 
Задание. Устно выполните задания и расшиф-

руйте слово.

1. 2 4
.

7 7
+  

2. 13 7
.

19 19
−

3. 
5 6 4

.
13 13 13

+ −

4. 
3

1 .
16

−

5. 35 8
.

100 100
−

6. 
2 4

.
5 5

+

7. Карлсон с помощью пылесоса утащил у фре-

кен Бок 
9

10
 испеченных ею плюшек. Какую часть 

плюшек Карлсон оставил домоправительнице?
8. Сова приготовила ко дню рождения 68 пи-

рожных, 
7

34
 этого количества она съела сама. 

Сколько пирожных съела сова?

Учитель. Синбирск — первоначальное исто-
рическое название города. Ребята подготовили 
сообщения об истории нашего города. Давайте 
послушаем.

Сообщение 1. Для охраны границ Москов-
ское государство строило небольшие города-
крепости. В 1648 году по указу царя Алексея 
Михайловича воеводой Богданом Матвеевичем 
Хитрово был основан город-крепость. Место на 
горе, которое выбрал Хитрово для постройки 
города, в то время было покрыто лесом. Здесь 
построили рубленый кремль. Он представлял 
собой бревенчатый четырехугольник со сто-
рожевыми башнями, валом и глубоким рвом. 
В центре стоял собор, к северу от него распола-

гались гостиные ряды, казармы гарнизона, по-
роховой погреб, хлебные амбары. Улицы рас-
ходились веером от пяти ворот кремля на се-
вер, запад и юг. До конца XVII столетия город 
назывался не Симбирск, а Синбирск. Извест-
но только, что на левом берегу Волги существо-
вал в древности булгарский город того же име-
ни, который был разрушен Тамерланом. Хитро-
во, заложив город, отбыл в Москву на службу, 
а в Синбирск был назначен воеводой Иван Бог-
данович Камынин, который продолжил строи-
тельство города.

Сообщение 2. Старый Симбирск всегда был 
надежной опорой российского царизма, крепо-
стью на Волге. В XVI и XVII веках в состав рус-
ского государства вошло немало областей, жите-
ли которых привыкли к полуразбойничьей жиз-
ни. Таковы были донские казаки. Прежде они 
грабили населенные пункты вдоль берегов Азов-
ского и Черного морей, но крымские татары за-
городили им дорогу к морю, и они перебрались 
на Волгу. Во главе казаков стоял атаман Степан 
Разин. При поддержке населения казаки овладе-
ли Царицыном, Астраханью, Самарой. Из Сама-
ры Разин двинулся к Симбирску с войском около 
5000 человек. Но под Симбирском потерпел по-
ражение и ушел на Дон, где вскоре был схвачен и 
выдан царским властям.

 
Учитель. В каком году Степан Разин потерпел 

поражение под Симбирском, мы узнаем, решив 
следующее задание.

Задание. Вычислите, а затем запишите числи-
тели полученных чисел по порядку.

а) 
1 1

1 ;
2 3

⎛ ⎞− +⎜ ⎟⎝ ⎠   б) 3 3
;

10 50
−

в) 5 1
;

6 4
−    г) 19 25

1 .
44 44

− −  

Ответ: 1670 год.

Учитель. Проходят годы. Симбирск строит-
ся. Интересно, какова дальнейшая судьба наше-
го города? Давайте послушаем сообщение.
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Сообщение 3. До начала XIX века Симбирск был 
почти сплошь деревянным, поэтому огромные бед-
ствия ему причиняли пожары. В XIX веке наибо-
лее страшный пожар в Симбирске начался 12 авгу-
ста 1864 года и продолжался 9 дней. От города уце-
лела его четвертая часть. Сгорело не только иму-
щество большинства жителей, но и много людей. 
Кто был виновником этого несчастья, осталось не-
известным. После пожара Симбирск был построен 
заново. Губернский город развивался как культур-
ный центр Поволжья, его именовали «барином го-
родов Поволжья», «дворянским гнездом». В 1833 
году Симбирск посетил А.С. Пушкин. Симбирская 
земля — родина известных литераторов: Языкова, 
Гончарова, Минаева, историка Карамзина. Имен-
но здесь ровно через 200 лет после разгрома разин-
цев, 10 (22) апреля 1870 года, на улице Стрелец-
кой, где когда-то жили стрельцы, сочувствующие 
Степану Разину, родился Владимир Ульянов (Ле-
нин). В XX веке Симбирск был переименован в го-
род Ульяновск.

Учитель. Дату переименования мы узнаем, 
выполнив устно следующее задание.

Задание. Найдите значение х и выпишите по-
лученные числа по порядку:

а) 7
1;

8 8
x

+ =  б) 9
275 275

x
−

 
= 0;

в) 13
1 ;

15 15
x

− =  г) 19
1.

15 15
x

− =

Ответ: 1924 год.

Учитель. Сегодня Ульяновск — крупный про-
мышленный, научный и культурный центр. Мы 
живем в Новом городе — городе авиастроителей, 
строительство которого началось в 1975 г. «Ави-
астар» — крупнейшее предприятие по производ-
ству авиационной техники, в частности, грузо-
вого самолета «Руслан». На самолете «Руслан» 
был установлен абсолютный мировой рекорд: 
доставлен груз массой 171 т 219 кг. 

Задача. Авиакомпания «Волга-Днепр» полу-
чила заказ на доставку груза транспортным са-
молетом «Руслан». В первый день бригада при-

готовила для перевозки 
3

10
 всего груза, во вто-

рой день — 
2
5

 всего груза, а в третий день — 

51 т.Чему равна масса всего груза? 
[170 т]

Учитель. Согласитесь, Новый город очень 
красивый: широкие проспекты, улицы, бульва-
ры, весной и летом утопающие в зелени дере-

вьев. Вы узнаете, в честь кого получила назва-
ние одна из улиц, выполнив задание.

Вариант 1

1. 
2

1.
7

n + =     2. 
1 4

.
10 5

+

3. 
4 6

.
9 27

+        4. 
5 7

.
6 9

+

5. 13 21 6
.

58 58 29
m+ − =

Вариант 2

1. 
4

1.
9

m+ =     2. 
3 5

.
16 8

+

3. 
2 1

.
3 12

+        4. 
5 3

.
6 4

+

5. 
28 12 8

.
54 54 27

n+ − =    [Карбышев Д.М.]

Сообщение 4. Карбышев Дмитрий Михайло-
вич (1880–1945) окончил Симбирский кадетский 
корпус, затем — военную академию, был участ-
ником русско-японской, Первой мировой вой-
ны, служил в инженерных войсках. Он — док-
тор военных наук, преподавал в Воен ной акаде-
мии имени Фрунзе, написал более 100 трудов по 
военно-инженерному искусству и военной исто-
рии. В начале Великой Отечественной войны ге-
нерал Карбышев попал в плен, отказался перей-
ти на службу к фашистам и погиб мученической 
смертью в лагере Маутхаузен (был заморожен 
под струями воды на февральском морозе). Дми-
трий Михайлович — Герой Советского Союза, 
ему установлены памятники в Маутхаузене, Ом-
ске, Таллине, Москве, его имя носят малая пла-
нета, морские и речные суда, школы, предприя-
тия и учреждения, улицы, в том числе и улица в 
Ульяновске, где располагается наша школа.

Учитель. История Отечества для каждого нераз-
рывно связана с историей малой родины. У каждо-
го она своя, но вместе мы — единое целое. С гордо-
стью говорим: «Мы любим тебя, родной край. Мы 
гордимся тобой». Очень хочется, чтобы над нашей 
Родиной всегда было синее-синее небо. 
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Л. КОНДЕНКО, 
Г. КАМАЕВА,

г. Елабуга
ИСТОРИЯ 
КАЗАНСКОГО 
КРЕМЛЯ НА УРОКАХ 
МАТЕМАТИКИ

Уроки, посвященные истории Казанского кремля, мы готови-
ли вместе с учениками 5-го класса. Одни учащиеся собирали ле-
генды, другие готовили иллюстративный материал, третьи  по-
могали учителю в составлении задач. Представляем результаты 
нашего совместного труда на суд читателей газеты. При составле-
нии задач использованы сведения, взятые из трудов историков, 
реставраторов, архитекторов.

Учитель. В 2005 году отмечалось 1000 лет со дня основания 
города Казани. Он был заложен на берегу реки Казанки, сливаю-
щейся с водами Большой Волги, подвергался разрушению, горел 
и снова возрождался. 

Задача 1. Чтобы узнать, в каком году был основан город Ка-
зань, выполните действия и, записав ответы  в строчку, прочи-
тайте получившееся число.

а) 24æ2 – 47; б) 2 1
2 1;

4
⋅ −

в) 
1

12 2;
6

⋅ −  г) 32 +42 – 5æ4.

В XI веке английский путешественник Энтони Дженкинсон 
писал: «Казань — прекрасный город, построенный по русскому 
и татарскому образцу, с крепким замком, стоящим на высоком 

5 класс

Интерес учащихся к математике падает. А интерес — это один из 
инструментов, побуждающих учеников к более глубокому 
познанию предмета и развивающих их способности. Хоро-
шо известно, что наличие интереса является необходимым 
условием процесса обучения. Чем выше интерес, тем ак-
тивнее идет обучение и тем лучше его результат.

Сегодня все чаще говорят о гуманизации образования и математи-
ки в частности. Найти разумный компромисс между матема-
тическим содержанием урока и его гуманитарным аспектом 
трудно. Разумеется, «гуманитарное» преподавание математи-
ки немыслимо без изучения ее истории. И, конечно, большие 
возможности для воспитания у учащихся интереса к пред-
мету и расширения их кругозора дает история родного края. 
Каждому человеку нужно знать, какими были и как жили его 
давние предки, что довелось испытать и пережить народам 
нашей родины на протяжении прошедших веков. Мы не ста-
вили цель изучать историю на уроках математики, а попыта-
лись содержание задач связать с историей нашей республи-
ки, с ее архитектурными и культурными памятниками.
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холме». К этому времени в городе уже прожива-
ло около 30 тысяч человек.

Задача 2. Сколько человек сейчас проживает 
в Казани, если численность населения с тех пор 
увеличилась более чем в 47 раз?

В 1552 году, сразу же после завоевания Каза-
ни русскими войсками, поврежденные во время 
военных действий дубовые стены крепости были 
спешно исправлены. Но приступить к сооруже-
нию белокаменных укреплений политическая 
обстановка позволила лишь спустя 4 года.

Задача 3. Кто издал указ о восстановлении Ка-
зани?

а) (13,4 – 8,3æ0,5) – 2,35; [6,9 – И]
б) 0,9æ37 + 4,3æ24; [136,5 – В]
в) 0,247æ64 – 0,247æ54; [2,47 – А] 
г) 83,8 + (24æ5,7 – 4,7); [215,9 – Н]
д) 0,23æ12 + 0,27æ12; [6 – Г]
е) (11,3 – 8,4)æ6 + 3,6; [21 – Р]
ж) 12æ3,44æ5 + 43,6; [250 – О]
з) (13,4 + 8,07)æ3 – 22,59; [41,82 – З]
и) (3,27 – 1,16)æ10; [21,1 – Н]
к) 4,8æ13 – 0,3æ27; [54,3 – Ы]
л) 0,9æ7,02 – 0,258. [6,06 – Й]

Древний кремль гордо высится на высоком 
холме на левом берегу Казанки, при впадении 
в нее реки Булак. До сих пор кремль, окружен-
ный многогранником крепостных стен с возвы-
шающейся за ними башней Сююмбике, опреде-
ляет облик Казани и является важнейшим архи-
тектурным комплексом в панораме города.

В 1556 году по указу Ивана Грозного из Пско-
ва прибыли 200 каменщиков для строительства 
в Казани нового, белокаменного кремля. В 1562 
году псковские мастера закончили реконструк-
цию казанского кремля.

Задача 4. Сколько лет псковские мастера тру-
дились над созданием нового кремля?

Кафедральный Благовещенский собор зало-
жили в тот самый день, когда царь Иван Гроз-
ный въехал в завоеванный город. Он сам выбрал 
место, где быть храму, и уже через три дня в за-

конченном деревянном соборе отслужили благо-
дарственный молебен. Территория кремля силь-
но расширилась к югу, где поднялась каменная 
стена с двумя круглыми угловыми башнями и 
Спасской посередине. Были построены Преобра-
женская проездная башня, Трапезная палата и 
Лазные ворота. И к 1630 году казанский кремль 
превратился в мощную цитадель, обнесенную 
кирпично-каменными стенами с 13 башнями.

Задача 5. Из 13 башен Казанского кремля 
одна имеет многогранную форму, 7 — круглую и еще 
5 башен являются проездными. Какую часть состав-
ляют круглые башни от числа всех башен кремля?

Задача 6. Из 13 башен Казанского кремля до 
наших дней сохранилось лишь 8. Какая часть ба-
шен была разрушена?

Сейчас в Казанском кремле 8 башен, из них 
две проездные: Спасская и Тайницкая. Проезд 
в Тайницкой башне сохранил старую форму. 
А главную, Спасскую, перестроили в конце XVII 
века: старый проезд заменили аркой и надстро-
или. Позднее в ней установили куранты с коло-
кольным боем.

Задача 7. Определите высоту Спасской баш-
ни, решив уравнение  4х + 24 – х = 156.

Главная достопримечательность Казанского 
кремля — семиярусная проездная башня Сююм-
бике. С башней Сююмбике связано множество ле-
генд. Княгиня Сююмбике была женой трех послед-
них казанских ханов. Выданная замуж двенадца-
тилетней девочкой, она пережила их всех и над 
прахом второго мужа — Сафы Гирея — построила 
мавзолей. По одной из легенд, после захвата горо-
да русскими войсками последняя казанская цари-
ца бросилась вниз с вершины башни.

Задача 8. Определите высоту башни Сююмбике, 
решив уравнение 

122
60.

3
x +

=  

Когда именно была построена башня Сююмби-
ке, точно никто не знает. Кто-то считает ее творе-
нием русских зодчих XVII века, кто-то относит 
еще к домонгольским временам. 
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Задолго до прихода в Казань Ивана Грозного, 
в 1487 году, Иван III посадил на казанский трон 
молодого Мухамеда Эмина.

Задача 9. Сколько лет царствовал в казанском 
царстве Мухамед Эмин, вы узнаете, вычислив 
сумму двух числовых выражений:  

(4 + 5) : 3 + 17 и (16 + 4) : 2 – 3æ3.
Юный хан воспитывался на Руси, в городке Ка-

симов (Рязанская область), а позднее в Москве. 
Иван III относился к нему как к приемному сыну, 
хотя сам в те времена считался всего лишь васса-
лом могущественного казанского ханства. Мухам-
мед Эмин прославился как просвещенный госу-
дарь, поэт и покровитель искусств. Кстати, похо-
ронен «просвещенный казанский хан» был в мав-
золее, у подножия башни Сююмбике. История лю-
бит неожиданности: прекрасная царица Сююмби-
ке умерла в полном забвении далеко от Казани и 
была похоронена в Касимове под Рязанью, не удо-
стоившись даже надписи на могильной плите.

Башня Сююмбике примечательна еще одним: 
она, подобно пизанской, «падающая башня».

Задача 10. Определите, на сколько сантиме-
тров отклонилась местная «пизанская» башня, 
башня Сююмбике, выполнив действия:

(223 + 8) – 17æ2.
Вершина башни Сююмбике отклонена от вер-

тикали на 1 метр 97 сантиметров, что заметно 
невооруженным глазом.

Кирпичное строительство в Казанском кремле 
началось, по-видимому, после пожара 1672 года. 
Спасскую башню над парадным въездом в кре-
пость сделали более внушительной. Сооруженная 
псковичами, башня украсилась восьмигранни-
ком с плоскими лопатками на углах и поставлен-
ным над ним октогоном-смотрильней, перекры-
той стройным шатром, который завершала ма-
ленькая главка, увенчанная двуглавым орлом.

Задача 11. Определите высоту Спасской баш-
ни, решив уравнение 

(2x + 312) : 4 = 100.
Сегодня в Казанском кремле заново выстрое-

на знаменитая мечеть Кул Шариф, разрушенная 

при Иване Грозном. Исследователи считают, что 
купола храма Василия Блаженного, построенно-
го в Москве в честь покорения казанского хан-
ства, удивительным образом похожи на купола 
разрушенной когда-то мечети. 

Задача 12. Определите высоту четырех боль-
ших минаретов мечети Кул Шариф, решив урав-
нение 

6х + 2 – 2х = 230.
Задача 13. Найдите радиус центрального ку-

пола мечети Кул Шариф, если его диаметр равен 
17,5 метров.

Задача 14. Основание мечети Кул Шариф 
имеет форму квадрата. Определите длину 
его стороны, если площадь основания равна 
484 м2. 

Сильно пострадал город во время крестьян-
ской войны под предводительством Емельяна 
Пугачева в 1774 году. За один день ему удалось 
захватить посад, возникли пожары. Горела луч-
шая часть города, где стояли каменные дома. Из 
официальных отчетов известно, что «до бывшего 
в 1774 году 8 июля несчастного приключения» в 
Казани было 27 каменных и 50 деревянных ка-
зенных строений, а частных каменных и дере-
вянных — 3097 домов. Из них «каменных обго-
рело, а деревянных в пепел»  28 церквей, Гости-
ный двор, в котором имелось 777 лавок, казен-
ных строений — 74, «гражданских партикуляр-
ных домов» — 2091.

Задача 12. Каков процент частных домов, сго-
ревших в 1774 году?
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Н. КУЗНЕЦОВА,
г. Вологда ПАТРИОТИЧЕСКОЕ 

ВОСПИТАНИЕ НА 
УРОКАХ МАТЕМАТИКИ

Вологодская северная земля — хранительница исконно-русских 
традиций, чистоты нашего языка и духа. История Вологды и воло-
годского края — это богатый духовный, культурно-исторический 

5 класс

В наши дни наблюдается потеря интереса к сознательному уча-
стию в социальных процессах. Это результат ослабления 
патриотического воспитания. В государственной програм-
ме «Патриотическое воспитание граждан Российской Фе-
дерации на 2001–2005 годы» отмечается: «Патриотиче-
ское воспитание направлено на формирование и развитие 
личности, обладающей качествами гражданина, патрио-
та Родины и способной успешно выполнять гражданские 
обязанности в мирное и военное время… Система патрио-
тического воспитания предусматривает формирование и 
развитие социально значимых ценностей, гражданствен-
ности и патриотизма в процессе воспитания и обучения в 
образовательных учреждениях всех типов и видов».

Таким образом, требуется обновленный подход к путям и мето-
дам патриотического воспитания школьников не только 
во внеклассной работе, но и в учебном процессе. Можно 
многому научить ребенка, но не привить ему чувства спра-
ведливости, доброты, любви к родному городу. Вместе с 
тем у школьника можно сформировать эти чувства, но не 
дать современного образования. Важно повышать воспи-
тательный характер обучения и образовательный эффект 
воспитания. Перед школой стоит задача сделать учебный 
процесс более значимым для учащихся, помочь находить 
доброе и прекрасное там, где мы живем. 14
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материал для гражданского становления юных 
вологжан, для воспитания у них чувства любви 
к родному краю, городу.

Решение на уроках математики задач, содер-
жащих информацию о городе, повышает интерес 
к предмету. Когда умение решать задачу спле-
тается с историей, задача становится более зна-
чимой и может стать по-настоящему интересной 
каждому ученику.

Назначением таких задач является не толь-
ко формирование умения решать задачи, но и 
воздействие на духовный мир учащихся, на их 

нравственные ценности. Такие задания способ-
ны оставить глубокий след в личностном станов-
лении подростка. 

В качестве примера приведу урок в 5-м классе 
«Вологодские легенды в задачах по математике» 
по теме «Действия с натуральными числами». 

На уроке использовались задания из сборни-
ка задач по математике для пятого класса «Мой 
древний город», выпущенного в 2005 году изда-
тельским центром ВИРО. Он составлен на осно-
ве результатов исследовательской деятельности 
учащихся 5–8-х классов нашей школы по изуче-
нию истории города Вологды. В сборнике пред-
ставлены задачи по математике, составленные 
с опорой на краеведческий материал, которые 
сгруппированы в 4 раздела: «Натуральные чис-
ла» (город, его архитектура), «Обыкновенные 
дроби» (Спасо-Прилуций монастырь), «Деся-
тичные дроби» (Петр Великий в Вологде), «Про-
центы» (город и посады).

Внутри разделов задачи условно объединены 
в блоки с краткими историческими справками, 
определяющими их содержание. В приложении 
представлен материал для внеклассной работы. 
Систематическое использование таких заданий 
формирует верность традициям прошлого, раз-
вивает патриотические чувства, учит подрост-
ков гордиться своим городом.

Задачи соответствуют учебной программе для 
5-го класса и могут быть использованы в учеб-
ном процессе и на внеклассных мероприятиях 
по математике. 

Урок в 5 классе «Вологодские легенды в задачах»

Цели урока:
— обобщить и систематизировать материал по 

теме «Действия с натуральными числами», уста-
новить связь между теорией и практикой;

— воспитать патриотические чувства и лю-
бовь к родному городу.

Материал к уроку: карточки с заданиями; 
рисунки к легендам, выполненные учениками; 
разрезная картинка-мозаика с изображением 
города для подведения итогов игры; таблица со 
старинными единицами измерения, необходи-
мыми для решения задач.

Ход урока

Класс разбивается на четыре группы.
Учитель. Что такое сказка, конечно, знают все. 

А что такое легенда? Это повествование о чудес-
ном, необыкновенном, где что-то правда, а что-

то выдумка, фантазия. Много легенд хранит и 
наша древняя Вологодская земля. В этих леген-
дах — невыдуманная и вместе с тем сказочная 
история Вологодчины. Сегодня я познакомлю вас 
с некоторыми из них, а вы постарайтесь понять, 
что в них «ложь, а что — намек, добрым молодцам 
урок». Итак, мы проведем необычный урок, урок-
путешествие в далекое прошлое. Урок поможет 
нам больше узнать о нашем городе, а натуральные 
числа будут хорошими и добрыми помощниками.

Актуализация опорных знаний
Учитель. Вспомните, какие числа называют-

ся натуральными. Какие действия с натураль-
ными числами мы умеем выполнять? Какое чис-
ло не является натуральным? Почему? Итак, мы 
знакомы с натуральными числами. Можно от-
правляться в путешествие. 

В старину наши северные земли были покры-
ты лесами. Тянулись они без конца и края — 
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дремучие, суровые. В глубь леса можно было 
проникнуть только по рекам, полноводным и бо-
гатым рыбой. Повсюду в лесных чащах сверкали 
на солнце большие и малые озера, дымились ту-
маном непроходимые болота и топи. Вот так по-
пал в наши края и старец Герасим. Долго плыл 
он в лодке-ладье по спокойной и светлой реке, 
наконец причалил к берегу, вышел, огляделся. 
Понравилось ему место.

— Вот здесь, — подумал старец, — заложу я 
город.

Смотрит, а на обрыве стоят несколько срублен-
ных из толстых бревен домов и церквушка.

— Как называется ваше поселение? — спро-
сил Герасим у местных жителей.

— Вологда, — ответили ему.
Учитель. А сейчас выполните задание и 

узнайте, в каком году это произошло. 

Назовите год основания нашего города. 
(Команда, выполнившая задание первой, по-

лучает карточку — частичку мозаики.) 
Один из местных жителей объяснил Гера-

симу, что Вологда в переводе с языка финно-
угорских племен означает… И мы узнаем значе-
ние слова «Вологда», проведя эстафету грамот-
ности.

(На доске висят четыре таблицы, в которые 
каждая команда вписывает названия чисел: 
400, 200, 800, 1000,  1 000 000, 1 000 000 000 500. 
Команда, выполнившая задание первой, полу-
чает карточку — частичку мозаики.)

Но другие жители заспорили с ним: мол, 
Вологда получила свое название в результате 
того, что путникам и рыбакам приходилось во-
лочить от других рек до нашей лодки по земле, 
то есть тащить волоком, и что слово «Вологда» 
произошло от финского «волокъва» или «во-
локЪ».

Давайте, выполнив устно задание, узнаем зна-
чение этих слов в переводе на русский язык.

(Работа в группе.)

1-е слово 2-е слово
а) 100 : 2; а) 35æ2;
б) 24æ3; б) (333 + 93) – 33;
в) 206 + 17; в) 83 – 33;
г) 96 – 54; г) 271 + 45;
д) 123 + 15 – 23; д) 600 : 200;
е) 13æ11; е) 131æ3;
ж) (207 + 94) – 7; ж) 255 : 5;
з) 100 – 28; з) 27 + 23;
и) 666 : 333; и) 144 : 2;
к) 290 – 175. к) 300 – 77.

51 = й 3 = ш 50 = л 223 = с 115 = а

393 = о 316 = ь 42 = н 143 = я 294 = р

72 = е 2 = к 70 = б

(Команда, выполнившая задание первой, по-
лучает карточку — частичку мозаики.)

Учитель. Вологда имеет еще одно название. 
Заполните таблицу и расшифруйте его.

(Один представитель от каждой команды 
работает у доски, остальные на месте.)

125 +  = 140 + 110; (O)
118 –  = 38 + 50; (С)

 + 220 = 340 – 65; (А)
 + 480 = 230 + 570. (Н)

320 55 30 125 320

(Команда, выполнившая задание первой, по-
лучает карточку — частичку мозаики.)

Учитель. Первоначально наш город был дере-
вянным, но царь Иван Грозный приказал начать 
в Вологде строительство каменного кремля. Под 
руководством опытных мастеров возводились 
высокие каменные стены и грозные башни. А в 
центре был построен огромный, величавый Со-
фийский собор.

(На магнитную доску крепится рисунок.)
Выпишите номера примеров, в которых допу-

щены ошибки, и вы узнаете год, когда был по-
строен Софийский собор.

(Работа в группе.)
1. 100 – 25 = 65. 
2. 45æ11 = 495.
3. 933 : 3 = 311. 
4. 873 + 22 + 27 = 922.
5. 38æ5 = 180. 
6. 1095 : 5 = 218.
7. 897 – 252 = 645. 
8. (763 + 54) – 63 = 750.
9. 653 – 544 = 109. 

16
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(Команда, выполнившая задание первой, по-
лучает карточку — частичку мозаики.)

Учитель. Софийский собор расписан фреска-
ми. Найдите пропущенное число, и вы узнаете, 
сколько иконописцев расписывало собор.

(Работа в группе. Команда, выполнившая за-
дание первой, получает карточку — частичку 
мозаики.)

Одновременно с постройкой собора Иван Гроз-
ный приказал построить тридцать две башни. 
Деревянных башен было на десять больше, чем 
каменных. Сколько каменных и сколько дере-
вянных башен приказал построить Иван Гроз-
ный?

(Для решения задачи вызываются по одно-
му ученику от группы. Задача решается уст-
но. Тот, кто первым даст правильный ответ 
на вопрос, объясняет решение. Команда, выпол-
нившая задание первой, получает карточку — 
частичку мозаики.)

Старинный город был окружен крепостными 
стенами.

(На магнитную доску крепится рисунок.)
Выполните задания, и последний результат 

укажет нам, сколько сажень длины имели кре-
постные стены в 1565 году. Одна сажень равна 
примерно 2 метрам 13 сантиметрам.

(Работа в группе.)

Ë : 2 = 

¦ – 837 = Ë
¥ : 3 = 

 + 258 = ¥
207æ15 = ¦

Учитель. Задумал царь создать в Вологде 
свою северную резиденцию. А чтобы сделать ее 
безопасной в военном отношении, приказал вы-
рыть большой ров, углубив речки Содемку и Шо-
граш и соединив их с рекой Вологдой.

(На магнитную доску крепится рисунок.)
Выполните задание, и вы узнаете, как называ-

ется эта речка.
(Работа в группе.)

о – 2

у – 33

а – 1

з – 12

х – 18

л – 3

т – 25

x + x + x = 36
15x + 2 = 32
a + 10 = 16 – a
8 : b = bæb
5k – 3k = 50
(12 + x) : 3 = 15
7(25 – x) = 49
5æz – 5 : z = 0

(Команда, выполнившая задание первой, по-
лучает карточку — частичку мозаики.)

Учитель. В трех верстах от крепости Иван 
Грозный приказал насыпать вал. Найдите рас-
стояние до вала в километрах и метрах, если 
одна верста примерно равна одному километру 
семидесяти сантиметрам.

(Команда, выполнившая задание первой, по-
лучает карточку — частичку мозаики.)

Царь часто бывал в Вологде и сам следил за 
тем, как она строилась. В старой народной песне 
поется о том, что Иван Грозный собирался даже 
сделать Вологду столицей, и о том, что ему по-
мешало. А было это так: однажды, когда Иван 
Грозный осматривал собор, сверху прямо на го-
лову царю упал кирпич. Иван Грозный рассер-
дился и с тех пор в Вологде не появлялся. И она 
не стала столицей!

(На магнитную доску крепится рисунок.)
Очень жаль, но наше путешествие подходит к 

концу. Много сказок и былей сложено о нашем 
городе. Кто любит свой город и желает знать о 
нем больше, может прочитать книгу Владимира 
Аринина «Вологодский клад». Эта книга есть в 
школьной библиотеке.

Подведение итогов урока
Каждая команда из карточек составляет на 

магнитной доске картинку — рисунок о Вологде. 
Победители игры награждаются календариками 
с изображением города. Самые активные учени-
ки получают отметки.

Задание на дом

Составить две задачи о нашем древнем го-
роде.

Литература
1. Проблемы воспитания патриотизма / 

под ред. И.Д. Лушникова. —Вологда: ВИРО, 
2004. — 100 с.

2. Сазонов А. Такой город в России один. — 
Вологда, 1993.
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И. БЕЛИКОВА,
Москва

Нахождение отношений отрезков в треугольнике широко ис-
пользуется при решении геометрических задач. Это мо-
жет быть самостоятельная работа или часть задачи на 
нахождение площадей. В данной работе представле-
на формула, связывающая отношения отрезков в треу-
гольнике. Эта формула значительно упрощает решение 
большого количества задач, избавляя от необходимости 
делать, по сути, однотипные дополнительные построе-
ния, сводящие каждый раз задачи подобного типа к за-
дачам на пропорциональные отрезки.

ОТНОШЕНИЕ 
ОТРЕЗКОВ 
В ТРЕУГОЛЬНИКЕ

Основная формула 
Рассмотрим задачу о пересечении в треугольнике двух отрезков, 

соединяющих вершины с точками на противолежащих сторонах.
Пусть в треугольнике ABC (рис.1) точка M лежит на стороне 

BC, точка N — на стороне AC и отрезки AM и BN пересекаются в 

точке O, тогда отношения отрезков  ,
AO
OM

 ,
BO
ON

 ,
CM
MB

 AN
NC

 связаны 

между собой таким образом, что, зная любые два из них, можно 
определить остальные по формулам:

               
1 ,

AO AN CM
OM NC MB

⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎝ ⎠   1 .
BO BM CN
ON MC NA

⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎝ ⎠  (1)

Рис. 1

Приведем вывод первого соотношения (1). Выполним дополни-
тельное построение в треугольнике ABC: проведем отрезок MK, 
параллельный отрезку BN. 

Рис. 2

Применяя теорему о пропорциональных отрезках, получим: 
AO AN
OM NK

=  — из треугольника AMK; 
CK CM
KN MB

=  — из треугольни-

ка BNC. Заметим, что 
,

CM
CK KN

MB
= ⋅

Фото Н. Суковой
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К материалу есть приложение на CD-диске, вложенном в № 8.
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,
1

AN AN AN AN
CM CMNC NK KC NK NK NK
MB MB

= = =
+ ⎛ ⎞+ ⋅ +⎜ ⎟⎝ ⎠

следовательно,

                         
1 .

AN AN CM
NK NC MB

⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎝ ⎠  (2)

Таким образом, заменяя правую часть в ра-

венстве 
AO AN
OM NK

=  по формуле (2), получаем: 

1 .
AO AN CM
OM NC MB

⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎝ ⎠

Вывод второго соотношения (1) проводится 
аналогично.

Замечание. Для применения формул (1) в за-
дачах полезно запомнить их «структуру»: отно-
шение частей одного из пересекающихся внутри 
треугольника отрезков, считая от вершины, рав-
но отношению отрезков на стороне, прилежащей 
к этой вершине, умноженному на сумму едини-
цы и отношения отрезков противолежащей сто-
роны, считая по направлению обхода (рис. 3).

Рис. 3

Применение формулы 
к решению задач

Задача о пересечении медиан треугольника
Пусть медианы AM и BN треугольника ABC 

пересекаются в точке O (рис. 4). Найдите, в ка-
ком отношении делятся точкой пересечения ме-
дианы треугольника.

Рис. 4

Решение. (Здесь и в последующих рисунках: 
отношения, заданные в условии, отмечены чер-
ным, отношения, найденные при решении, — 
цветным.)

Так как 

1
AN
NC

=  и 1
CM
MB

=

(N, M — середины AC и BC соответственно), по 
формулам (1): 

2
1 (1 1) 2 ;

1
AO
OM

= ⋅ + = =  
2

1 (1 1) 2 .
1

BO
ON

= ⋅ + = =

Таким образом, получаем свойство медиан: 
отношение отрезков, на которые медианы разби-
ваются точкой пересечения, равно 2 : 1, считая 
от вершины.

Задача о пересечении медианы и отрезка, 
делящего сторону в заданном отношении 

Точка N лежит на стороне AC треугольника 
ABC, причем AN : NC = 2 : 3 (рис. 5). Медиана 
треугольника AM пересекает отрезок BN в точ-
ке O. Найдите отношение BO : ON.

Рис. 5

Согласно формулам (1): 

1
BO BM CN
ON MC NA

⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎝ ⎠
(по определению медианы BM = MC), по усло-
вию CN : NA = 3 : 2. Таким образом, 

3 5
1 1 .

2 2
BO
ON

⎛ ⎞= ⋅ + =⎜ ⎟⎝ ⎠

Ответ: BO : ON = 5 : 2.

Задача о пересечении высоты и биссектрисы 
в равнобедренном треугольнике

В равнобедренном треугольнике ABC (AB = 
= BC) биссектриса AD пересекает высоту BN в 
точке O и делит ее в отношении BO : ON = 6 : 5 
(рис. 6). Найдите, в каком отношении биссектри-
са AD делит сторону BC, и отношение AO : OD.

Рис. 6

Решение. Запишем формулы (1), учитывая, 
что AN = NC (свойство высоты равнобедрен-
ного треугольника, проведенной к его основа-
нию): 

1 ,
BO BD CN
ON DC NA

⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎝ ⎠  
6

(1 1),
5

BD
DC

= ⋅ +

следовательно, 
BD : DC = 6 : 10 = 3 : 5;
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1 ,
AO AN CD
OD NC DB

⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎝ ⎠
 

5
1 1 ,

3
AO
OD

⎛ ⎞= ⋅ +⎜ ⎟⎝ ⎠

следовательно, AO : OD = 8 : 3.
Ответ: BD : DC = 3 : 5, AO : OD = 8 : 3.
Замечание. Применение формулы (1) позво-

ляет решить данную задачу, не используя свой-
ство биссектрисы угла треугольника. Для срав-
нения приведем решение этой задачи без ис-
пользования формулы (1). Так как биссектриса 
внутреннего угла треугольника ABN делит про-
тиволежащую этому углу сторону на отрезки, 
пропорциональные прилежащим сторонам, по-
лучаем: 

6
;

5
AB BO
AN ON

= =

учитывая, что AC = 2AN, имеем: 
6 3

2 2 5 5
AB AB
AC AN

= = =
⋅

и, следовательно, 
3

.
5

BD AB
DC AC

= =

Для нахождения отношения AO : OD сдела-
ем дополнительное построение: проведем DF па-
раллельно BN. По теореме о пропорциональных 
отрезках получим: из треугольника ADF 

.
AO AN
OD NF

=

Но так как AN = NC, то .
AN NC
NF NF

=  Из тре-

угольника BCN  
8
3

NC BC
NF BD

= =

и, следовательно, 8
.

3
AO
OD

=

Ответ: BD : DC = 3 : 5, AO : OD = 8 : 3.

Задача о двух отрезках 
в треугольнике, делящихся 
при пересечении в заданном отношении 

В треугольнике ABC точка Q  лежит на стороне 
BC, точка P — на стороне AB. Отрезки AQ и CP, 
пересекаясь в точке O, делятся этой точкой в от-
ношении AO : OQ = 3 : 2, CO : OP = 4 : 1 (рис. 7). 
Найдите, в каком отношении эти отрезки делят 
стороны треугольника.

Рис. 7

Решение. Используя формулы (1), запишем: 

1 ,
AO AP BQ
OQ PB QC

⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎝ ⎠  1 .
CO CQ BP
OP QB PA

⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎝ ⎠

Подставим отношения, данные в условии за-

дачи: 
3

1 ,
2

AP BQ
PB QC

⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎝ ⎠  следовательно, 

2
1 ;

3
BP BQ
AP QC

⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎝ ⎠
 4 1 ,
1

CQ BP
QB PA

⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎝ ⎠

Таким образом, 
1

1 .
4

BQ BP
CQ PA

⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎝ ⎠  
1 2 2

1 .
4 3 3

BQ BQ
CQ QC

⎛ ⎞= + + ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠

После преобразований получаем 1
,

2
BQ
QC

=  тогда 

2 2 1
1 1 1.

3 3 2
BP BQ
AP QC

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = ⋅ + =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

Ответ: AP : PB = 1 : 1, BQ : QC = 1 : 2.

Задача о пересечении в одной точке 
трех отрезков, проведенных из вершин 
треугольника к противолежащим сторонам 

Пусть в треугольнике ABC точки K и M распо-
ложены на сторонах BC и AC. Отрезки AK и BM 
пересекаются в точке O. Проведем через верши-
ну C и точку O прямую, которая пересечет сто-
рону AB в точке N (рис. 8). Найдем, как связаны 
между собой отношения отрезков, полученных 
на сторонах треугольника ABC.

Рис. 8

Решение. В соответствии с формулами (1) за-

пишем отношение 
AO
OK

 двумя способами: 

1
AO AM CK
OK MC KB

⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎝ ⎠  и 1 .
AO AN BK
OK NB KC

⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎝ ⎠
Приравняем правые части этих выражений: 

1 1 ,
AM CK AN BK
MC KB NB KC

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.
AM KB CK AN KC BK
MC KB NB KC

+ +
⋅ = ⋅

Замечая, что BK + KC = BC, имеем 

.
AM BC AN BC
MC KB NB KC

⋅ = ⋅

Перенося все отношения в одну сторону, получим 

1.
AM CK BN
MC KB NA

⋅ ⋅ =

Полученное соотношение согласуется с теоре-
мой Чевы.

Задача о делении отрезков в параллелограмме 
На сторонах AB и AD параллелограмма ABCD 

взяты точки E и F такие, что 
AE : BE = 3 : 2 и AF : DF = 2 : 1
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(рис. 9). В каком отношении отрезок DE делит 
отрезок CF?

Решение. Пусть отрезки DE и CF пересекают-

ся в точке O. Определим отношение .
CO
OF

 

Рис. 9

Проведем диагонали параллелограмма, при-
чем M — точка пересечения диагоналей, N — 
точка пересечения диагонали AC с отрезком 
DE. 

Отношение 
CO
OF

 можно определить по формуле (1) 

из треугольника ACD: 

1 .
CO CN AF
OF NA FD

⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎝ ⎠

Здесь неизвестным является отношение .
CN
NA

 

Определим его по формуле (1) из треугольника 

ABD: 1 .
AN AE BM
NM EB MD

⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎝ ⎠  По свойству диагона-

лей параллелограмма BM = MD, следовательно, 
3 3

(1 1) .
2 1

AN
NM

= ⋅ + =  Пусть NM = t, AN = 3t, тог-

да AM = 4t. По свойству диагоналей параллело-
грамма AM = MC, следовательно, MC = 4t, отсюда 

5 5
.

3 3
CN CM MN t
NA NA t

+
= = =

Окончательно: 
5 2 5

1 1 .
3 1 1

CO CN AF
OF NA FD

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = ⋅ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
Ответ: CO : OF = 5 : 1.

Задача о нахождении отношения площадей 
В треугольнике ABC прямая AM (M ∈ BC) пе-

ресекает BC в отношении CM : MB = 3 : 2. Пря-
мая CN (N ∈ AB) пересекает AM в точке O и де-
лит ее в отношении AO : OM = 5 : 1 (рис. 10). 
Найдите площадь треугольника ABC, если пло-
щадь четырехугольника NBMO равна 6.

Рис. 10

Решение. Пусть SABC = a. Выразим площадь 
четырехугольника NBMO как разность двух 
треугольников: 

SNOMB = SABM – SANO.

Отметим, что отношение площадей треуголь-
ников, имеющих общую высоту, равно отноше-
нию оснований. Следовательно, 

2
,

5
ABM

ABC

S BM
S BC

= =

откуда 
2

.
5ABMS a=  Треугольник ANO — часть 

треугольника ANC, поэтому отношение их площа-
дей равно отношению NO : CN. По формулам (1): 

1 ,
CO CM BN
ON MB NA

⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎝ ⎠  
3 1 2

1 .
2 3 1

CO
ON

⎛ ⎞= ⋅ + =⎜ ⎟⎝ ⎠
Следовательно, 

1
,

3
ANO

ANC

S NO
S NC

= =

тогда 1
;

3ANO ANCS S=

3
,

4
ANC

ABC

S AN
S AB

= =

тогда 
3
4ANCS a=  и 

1 3 1
.

3 4 4ANOS a a= ⋅ ⋅ =

Таким образом, 
2 1 3

.
5 4 20NOMB ABM ANOS S S a a a= − = − =

По условию SNOMB = 6, следовательно, 3
6

20
a =  

и a = 40.
Ответ: площадь треугольника ABC равна 40.

Задача о нахождение отношения площадей 
На сторонах AB, BC и AC треугольника ABC 

отмечены точки C1, A1 и B1 так, что AC1 : C1B =
= 2 : 1, BA1 : A1C = 3 : 2, AB1 : B1C = 1 : 1. 

Найдите отношение площади треугольника 
ABC к площади треугольника A2B2С2, вершина-
ми которого являются точки пересечения отрез-
ков AA1, BB1, CC1 (рис. 11).

Рис. 11

Решение. Выразим площадь треугольника 
A2B2C2 в виде разности: 

2 2 2 2 2 2
.A B C ABC ABB BCC AA CS S S S S= − − −

Представляя отношение площадей треуголь-
ников, имеющих общую высоту, как отношение 
оснований, запишем: 

2 1

2 2 1

1 1

;ABB ABB ABC

BB BB AB
S S S

BB BB AC
= ⋅ = ⋅ ⋅  
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2 1

2 2 1

1 1

;BCC BCB ABC

BC BC CB
S S S

BB BB CA
= ⋅ = ⋅ ⋅

 

2 1

2 2 1

1 1

.AA C AC C ABC

CA CA AC
S S S

CC CC AB
= ⋅ = ⋅ ⋅

Из условия задачи: 1 1

1 1

2 1
, ,

1 1
AC AB
C B B C

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟⎝ ⎠

 следу-

ет, что 
1 2

,
3

AC
AB

=  1 1
,

2
AB
AC

=  1 1
.

2
CB
CA

=

Определим 2

1

,
BB
BB

 2

1

BC
BB

 и 2

1

,
CA
CC

 находя отноше-

ния отрезков внутри треугольника ABC, по фор-
мулам (1): 

2 1 1

2 1 1 1

3 3
1 (1 1) ,

2 1
BB BA CB
B B A C B A

⎛ ⎞
= + = ⋅ + =⎜ ⎟⎝ ⎠

следовательно, 2

1

3
;

4
BB
BB

=  

2 1 1

2 1 1 1

1 1
1 (1 1) ,

2 1
BC BC AB
C B C A B C

⎛ ⎞
= + = ⋅ + =⎜ ⎟⎝ ⎠

следовательно, 2

1

1
;

2
BC
BB

=  

2 1 1

2 1 1 1

2 1 1
1 1 ,

3 2 1
CA CA BC
A C A B C A

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = ⋅ + =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

следовательно, 2

1

1
.

2
CA
CC

=  

Таким образом, 

2

3 1 3
,

4 2 8AB B ABC ABCS S S= ⋅ ⋅ =  

2

1 1 1
,

2 2 4BCC ABC ABCS S S= ⋅ ⋅ =  

2

1 2 1
.

2 3 3AA C ABC ABCS S S= ⋅ ⋅ =

Отсюда следует: 

2 2 2 2 2 2A B C ABC ABB BCC AA CS S S S S= − − − =

3 1 1 1
.

8 4 3 24ABC ABC ABC ABC ABCS S S S S= − − − =

Ответ: отношение площади треугольника ABC 
к площади треугольника A2B2C2 равно 24 : 1.
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Сделать это несложно: надо лишь написать ста-
тью и прислать ее в редакцию газеты. И еще одно 
условие — она должна быть интересна и полезна 
вашим коллегам.

Требования к оформлению статьи таковы:
Материал должен быть либо напечатан, на ком-

пьютере или на пишущей машинке. 
Рисунки должны быть четкими, аккуратны-

ми, выполненными на белой нелинованной или 
клетчатой бумаге с помощью чертежных инстру-
ментов. Если вы хорошо владеете компьютером, 
можете воспользоваться для этого программой 
Corel Draw. 

Рисунки надо пронумеровать, нумерация долж-
на соответствовать их нумерации в тексте.

Фотографии могут быть цветными или черно-
белыми. Формат фотографий, отпечатанных на 
бумаге, не менее 10 × 15 см. Размер цифровых 
фотографий не менее 800 × 600 пикселей, фор-
мат JPG, качество, используемое при сохранении 
JPG-файлов, высокое (high).

Прислать статью можно по почте или по элек-
тронной почте. Всю необходимую для этого ин-
формацию вы найдете на странице  2 газеты.

Для выплаты гонорара необходимо заполнить 
авторскую карточку.

Приглашаем вас 
к сотрудничеству и желаем удачи!

Данные автора

Фамилия 

Имя           

Отчество  

Дата рождения  

Место рождения   

Паспорт

Серия               №             Когда выдан  

Кем выдан 

 Адрес прописки

Индекс                               город   

Улица    

Дом                   корпус                  квартира     

Адрес проживания

Индекс                      город

Улица

Дом                   корпус                  квартира     

Телефон  

Номер пенсионного страхового свидетельства     
 

ИНН  (можно не указывать) 
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Н. БЕССАРАБОВ, 
В. ЗЯБЛИН,

г. Новочеркасск
ТРИ СПОСОБА 
РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ С5

 Готовясь к методическому семинару по ре-
шению задач части С ЕГЭ, который традиционно проводится в 
Южно-Российском государственном техническом университе-
те (Новочеркасском политехническом институте) для учителей 
школ г. Новочеркасска и преподавателей системы довузовской 
подготовки университета, авторы обратили внимание на задачу 
С5, предлагавшуюся на ЕГЭ в июне 2010 г.

Задача С5. Найти все значения а, при каждом из которых 
функция f(x) = x2 – 2| x – a2 | – 10x имеет хотя бы одну точку 
максимума.

Задачи с параметром традиционно включаются в задания части 
С ЕГЭ и относятся к числу наиболее сложных заданий. В прежние 
годы это были уравнения или неравенства с параметром с задан-
ными дополнительными условиями.

В данной же задаче предлагается исследовать на экстремум 
функцию, содержащую модуль и зависящую от параметра. Ниже 
предлагается три способа решения этой задачи. 

Первый способ использует стандартную процедуру исследова-
ния функции на экстремум методами дифференциального исчис-
ления в нестандартной ситуации, которая заключается в том, что:

а) производная fR(x) является разрывной кусочно-линейной 
функцией, график которой состоит из двух параллельных лучей;

б) точка разрыва x = a2 линейных частей производной является 
критической точкой и зависит от параметра. Это требует некоторого 
внимания и аккуратности при определении числа критических точек 
и исследовании их характера при различных значениях параметра а.

Второй способ использует понятие координатно-параметри-
ческой плоскости. Такой подход при решении задач с параметром 
во многих случаях является наиболее эффективным. В данной за-
даче используется понятие «критической линии» — геометриче-
ского места точек координатно-параметрической плоскости, в ко-
торых производная f R(x) равна нулю или не существует. Это по-
зволяет найти набор критических точек при различных значени-
ях параметра а и исследовать их характер.

Третий способ использует элементарные методы исследования 
функции, основанные на свойствах квадратного трехчлена. 

Нестандартность ситуации заключается в том, что приходит-
ся исследовать кусочно-квадратичную функцию, график кото-
рой получается путем «склейки» двух парабол, ветви которых 
направлены вверх, а вершины перемещаются по параллельным 
прямым x = 4 и x = 6 в разные стороны.

Способ I.   Исследуем функцию f(x) на экстремум. При лю-
бом значении параметра a  D(f) = R, функция f(x) является 27
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непрерывной, как разность непрерывных функций 
u1(x) = x2 – 10x и u2(x) = 2æ| x – a2 |.

Функция f(x) и ее производная f R(x) имеют вид:
 если 

 если 

2 2 2

2 2 2

8 2 , 0,
( )

12 2 , 0;

x x a x a
f x

x x a x a

⎧ − − − <⎪= ⎨
− + − ≥⎪⎩

 если 

 если 

2

2

2 8, ,
( )

2 12, .

x x a
f x

x x a

⎧ − <⎪=′ ⎨
− ≥⎪⎩

Находим критические точки. Производная 
равна нулю при x = 4, если x < a2 (a2 > 4), и x = 6, 
если x ≥ a2 (a2 ≤ 6). Покажем, что точка x = a2 так-
же является критической, так как производная 
f R(x) не существует в этой точке.

Действительно, для существования производной 
в точке x0 необходимо и достаточно, чтобы суще-
ствовали и совпадали левая и правая производные: 

f R(x0 – 0) = f R(x0 + 0) = f R(x0),
если f R(x0 – 0) ≠ f R(x0 + 0), то f R(x0) не существует. 
В нашем случае 

f R(a2 – 0) = 2a2 – 8, 
  f R(a2 + 0) = 2a2 – 12.

Так как 2a2 – 8 ≠ 2a2 – 12, то f R(a2) не существу-
ет, следовательно, точка x = a2 является критиче-
ской.

Заметим, что запись вида 

 если 

 если 

2

2

2 8, 0,
( )

2 12, 0

x x a
f x

x x a

⎧ − − <⎪=′ ⎨
− − ≥⎪⎩

является ошибочной, так как f R(x) не существу-
ет в точке x = a2.

Расставим знаки производной:

>

6

Рис. 1

Исследуем характер критических точек при 
различных значениях а.

При a2 < 4  
 если 

 если 

2

2

2 8, ,
( )

2 12, .

x x a
f x

x x a

⎧ − <⎪=′ ⎨
− >⎪⎩

 

Графиком производной являются лучи АВ и 
CD. Имеем две критические точки: x = a2 и x = 
6 (точка x = 4 не удовлетворяет условию x < a2).
При переходе через точку x = a2 (рис. 1) произ-
водная f R(x) знака не меняет (она отрицательна), 
то есть точка x = a2 не является точкой экстрему-
ма; при переходе через точку x = 6, производная 
f R(x) меняет знак с минуса на плюс (точка x = 6 
является точкой минимума).

При a2 = 4  
 если 

 если 

2 8, 4,
( )

2 12, 4.
x x

f x
x x

− <⎧
=′ ⎨ − >⎩

 

Имеем две критические точки: x = 4, x = 6. 
При переходе через точку x = 4  f R(x) знака не ме-
няет, при переходе через точку x = 6  f R(x) меняет 
знак с минуса на плюс, точка x = 6 является точ-
кой минимума.

Если 4 < a2 < 6, то графиком производной явля-
ются лучи АE и FD. Имеем три критические точки: 
x = 4, x = a2, x = 6. При переходе через точку x = 4 
(см. рис. 1) производная f R(x) меняет знак с минуса 
на плюс (точка x = 4 является точкой минимума); 
при переходе через точку x = a2 производная f R(x) 
меняет знак с плюса на минус (точка x = a2 явля-
ется точкой максимума); при переходе через точку 
x = 6 производная f R(x) меняет знак с минуса на 
плюс (точка x = 6 является точкой минимума).

При a2 = 6  
 если 

 если 

2 8, 6,
( )

2 12, 6.
x x

f x
x x

− <⎧
=′ ⎨ − >⎩

 

Имеем две критические точки: x = 4, x = 6. 
При переходе через точку x = 4  f R(x) меняет знак 
с минуса на плюс, точка x = 4 является точкой 
минимума; при переходе через точку x = 6 про-
изводная знака не меняет, точка x = 6 не являет-
ся точкой экстремума.

Если a2 > 6, то графиком производной явля-
ются лучи АG и HD. Имеем две критические точ-
ки: x = 4 и x = a2 (x = 6 не удовлетворяет условию 
x > a2). При переходе через точку x = 4 (см. рис. 1) 
производная f R(x) меняет знак с минуса на плюс 
(точка x = 4 является точкой минимума); при пе-
реходе через точку x = a2 производная f R(x) зна-
ка не меняет, то есть точка x = a2 не является точ-
кой экстремума.

Таким образом, функция f(x) имеет точку мак-
симума при условии 

4 < a2 < 6 ⇔ 2 | | 6.a< <
Ответ: 2 | | 6.a< <

Способ II.   Пусть дано выражение f(x; a), за-
висящее от переменной х и параметра а. Точку 
(x0; a0) координатно-параметрической плоскости 
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назовем критической, если при значении пара-
метра a = a0 точка x = x0 является критической 
точкой функции f(x0; a0). Критическими линия-
ми будем называть геометрическое место крити-
ческих точек на координатно-параметрической 
плоскости. В общем случае критическая линия 
представляет собой прямые, лучи, отрезки пря-
мых, кривые линии и изолированные точки. 
Если функция содержит модули, то точки, в ко-
торых выражения под модулями обращаются в 
ноль, могут быть критическими. 

Пусть u(x; a) = x – a2. Как было показано выше, 
точки, удовлетворяющие уравнению u(x; a) = 0, 
являются критическими.

Графиком уравнения x = a2 является парабо-
ла, симметричная относительно Оx, ветви кото-
рой направлены вправо, а вершина совпадает с 
началом координат (рис. 2).

Рис. 2

Парабола разбивает координатно-параметри-
ческую плоскость на две области, в каждой из ко-
торых выражение u(x; a) = x – a2

 сохраняет опре-
деленный знак. Выбирая пробную точку (4; 0), 
находим u(4; 0) = 4 > 0, следовательно, в области, 
заключенной между ветвями параболы u(x; a) > 0. 
Выбрав пробную точку (–2; 0), имеем u(–2; 0) = 
= –2 < 0, следовательно, в области, расположен-
ной слева от параболы u(x; a) < 0.

Рассмотрим производную 
2

2

2 8, 0,
( )

2 12, 0.

x x a
f x

x x a

⎧ − − <⎪=′ ⎨
− − >⎪⎩

Приравнивая производную к нулю, полу-
чаем критические линии на координатно-
параметрической плоскости: x = 4, | a | > 2, если 
u(x; a) < 0 (лучи АВ и СD, см. рис. 2), и x = 6, 
| | 6,a <  если u(x; a) > 0 (интервал EF). Заме-
тим, что парабола x = a2 также представляет со-
бой критическую линию. Исследуем характер 
критических точек при различных значениях 
параметра а. 

Пусть | a | < 2. 
Проведем линию a = a0, | a0 | < 2

 
(см. рис. 2). 

Она пересекает критические линии в двух точ-
ках с абсциссами x0 и 6, а функция f(x) имеет две 
критические точки: x = x0 и x = 6, где 2

0 0| 4.x a= <  
Производная и ее знаки имеют вид

0

0

2 8, ,
( )

2 12, .
x x x

f x
x x x

− <⎧
=′ ⎨ − >⎩

Рис. 3

При переходе через точку x = x0 производная 
f R(x) знак не меняет (рис. 3), следовательно, в 
точке x = x0 экстремума нет;

при переходе через точку x = 6 производная 
f R(x) изменяет свой знак с минуса на плюс, сле-
довательно, точка x = 6 является точкой мини-
мума.

Пусть 2 | | 6.a< <  
Проводим линию a = a1, 12 | | 6.a< <  Она пе-

ресекает критические линии в трех точках с аб-
сциссами x = 4, x = x1 ( )2

1 1 1, 4 6x a x= < <  и x = 6.
Производная функции f R(x) и ее знаки имеют 

вид:
1

1

2 8, ,
( )

2 12, .
x x x

f x
x x x

− <⎧
=′ ⎨ − >⎩

Рис. 4

При переходе через точки x = 4 и x = 6 про-
изводная f R(x) изменяет знак с минуса на плюс 
(риc. 4), следовательно, точки x = 4 и x = 6 яв-
ляются точками минимума; при переходе через 
точку x = x1 производная f R(x) изменяет знак с 
плюса на минус, следовательно, точка x = x1 яв-
ляется точкой максимума.

Пусть | | 6.a >  
Проводим линию a = a2, 2| | 6.a >  Она пере-

секает критические линии в двух точках с аб-
сциссами x = 4 и x = x2 ( )2

2 2 2, 6 .x a x= >
Производная функции f R(x) и ее знаки имеют 

вид
2

2

2 8, ,
( )

2 12, .
x x x

f x
x x x

− <⎧
=′ ⎨ − >⎩

Рис. 5

При переходе через точку x = 4 производная 
f R(x) изменяет знак с минуса на плюс (рис. 5), 
следовательно, точка x = 4 является точкой ми-
нимума; при переходе через точку x = x2 про-
изводная f R(x) знак не меняет, следовательно, в 
точке x = x2 экстремума нет.

Способ III.  При любом a ∈ R  D(f) = R, функция 
f(x) является непрерывной и имеет вид 

2 2 2

2 2 2

8 2 , ,
( )

12 2 , .

x x a x a
f x

x x a x a

⎧ − − <⎪= ⎨
− + ≥⎪⎩
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Графиком функции 
f1(x) = x2 – 8x – 2a2

является семейство парабол 
y1 = (x – 4)2 – 16 – 2a2,

симметричных относительно прямой x = 4, вет-
ви которых направлены вверх, а вершина сме-
щается с ростом | a | из точки (4; –16) вниз по оси 
симметрии. Функция f1(x) убывает при x < 4 и воз-
растает при x > 4.

Графиком функции 
f2(x) = x2 – 12x + 2a2

является семейство парабол 
y2 = (x – 6)2 – 36 + 2a2,

симметричных относительно прямой x = 6, вет-
ви которых направлены вверх, а вершина сме-
щается с ростом | a | из точки (6; –36) вверх по 
оси симметрии. Функция f2(x) убывает при x < 6 
и возрастает при x > 6.

При значениях 0 < a2 < 5 вершина левой пара-
болы расположена выше вершины правой: 

y01 = –16 – 2a2 > y02 = –36 + 2a2,
при значениях a2 > 5 вершина левой параболы 
расположена ниже вершины правой 

y01 < y02.
Графиком функции f(x) при некотором зна-

чении параметра а является кривая, состоящая 
из точек левой параболы, расположенных левее 
прямой x = a2, и точек правой параболы, распо-
ложенных правее прямой x = a2 (рис. 6–8).

Рис. 6

Рис. 7

Рис. 8

Так как при любом значении параметра а 
функция f(x) является непрерывной, то параболы 
«склеиваются» в точке (a2; f(a2)). Геометрическое 
место точек «склейки» парабол является кривой, 
параметрическое уравнение которой имеет вид

2

4 2

,

10 , .

x a

y a a a

⎧ =⎪
⎨

= − ∈⎪⎩ R

Эта кривая представляет собой часть парабо-
лы y = x2 – 10x, расположенной в правой полу-

плоскости (x ≥ 0). Следовательно, при 0 < a2 < 10 
«склейка» парабол происходит ниже оси Оx, а 
при a2 > 10 — выше.

Возможные виды графика функции f(x) пока-
заны на рисунках 6–8.

Если a2 < 4, то точкой «склейки» является точ-
ка пересечения левых ветвей парабол; при этом 
вершина правой параболы расположена ниже 
вершины левой (рис. 6), поэтому f(x) является 
убывающей как при x < a2, так и при a2 < x <
< 6; точка x = 6 является точкой минимума, то-
чек максимума функция f(x) не имеет.

Если a2 = 4, то «склейка» графиков происходит 
в вершине левой параболы (в этом легко убедить-
ся, подставив координаты ее вершины (4; –24) 
в уравнение правой параболы y2 = (x – 6)2 – 28); 
при этом вершина правой параболы расположе-
на ниже, поэтому функция f(x) является убыва-
ющей как при x < 4, так и при 4 < x < 6; точка 
x = 6 является точкой минимума, точек макси-
мума функция f(x) не имеет.

Если 4 < a2 < 6 (рис. 7), то точкой «склейки» 
является точка пересечения правой ветви левой 
параболы и левой ветви правой параболы, то есть 
при 4 < x < a2  f(x) возрастает, а при a2 < x < 6  
f(x) убывает. Точка x = a2 является точкой мак-
симума, точки x = 4 и x = 6 — точки минимума.

Если a2 = 6, то «склейка» парабол происходит 
в вершине правой параболы (6; –20), при этом 
вершина левой параболы (4; –28) расположе-
на ниже. Следовательно, функция f(x) является 
возрастающей как при 4 < x < 6, так и при x > 6, 
то есть в точке x = 6 экстремума нет. Точка x = 4 
является точкой минимума, точек максимума 
функция f(x) не имеет.

Если a2 > 6, то точкой «склейки» является точ-
ка пересечения правых ветвей парабол, при этом 
вершина левой параболы расположена ниже 
вершины правой параболы (рис. 8); функция 
f(x) является возрастающей как при 4 < x < a2, 
так и при x > a2, то есть точка x = a2 не являет-
ся точкой экстремума. Точка x = 4 является точ-
кой минимума.

Таким образом, функция f(x) имеет единствен-
ную точку максимума при 4 < a2 < 6, то есть 

2 | | 6.a< <  
Ответ: ( ) ( )6; 2 2; 6 .a ∈ − − ∪
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Д. КАРЛОВ,
Москва

В 2011 году исполняется 10 лет ЕГЭ: в 2001 году в республиках 
Чувашия и Марий Эл, в Якутии, а также в Самарской и 
Ростовской областях по восьми учебным дисциплинам 
школьники опробовали новый вид выпускного экзаме-
на. И вот уже 10 лет не умолкают споры о том, резуль-
тативно ли употребление ЕГЭ в отечественной системе 
образования. Если спросить учителей, выпускников и их 
родителей, что они думают о введении ЕГЭ, то единого 
мнения мы не услышим.

ЕГЭ 
ПО МАТЕМАТИКЕ

Какие же основные плюсы и минусы могу отметить я, учитель 
математики, при анализе результативности введения ЕГЭ в рос-
сийских школах?

• Главный довод идеологов ЕГЭ — экзамен в новой форме по-
могает избежать коррупции при поступлении в вузы. На первый 
взгляд, с этим трудно спорить. Однако, по данным МВД, в 2009 го-
ду объем коррупции в сфере образования по отношению к 2008 го-
ду увеличился в два раза. Достаточно вспомнить 2010 год, когда 
в Ростовской области были задержаны 70 педагогов, которые за 
40 тысяч рублей сдавали экзамены вместо учеников. И это не еди-
ничный случай. Подобные дела рассматривались в судах Респу-
блики Татарстан, Саратовской области, Пермского края и дру-
гих регионов. К тому же после введения дополнительных всту-
пительных испытаний в ряде университетов страны трудно го-
ворить о том, что абитуриент полностью лишен возможности ре-
шить проблему поступления в вуз с помощью коррупционной со-
ставляющей.

Кроме всего, последним нормативно-правовым актам, регла-
ментирующим проведение ЕГЭ, у выпускников остается возмож-
ность не сдавать экзамен в новой форме, если имеется заключе-
ние врача о каких-либо медицинских противопоказаниях. За-
ключения клинико-экспертной комиссии любой районной поли-
клиники достаточно для того, чтобы для выпускника были соз-
даны условия для сдачи экзамена в традиционной форме внутри 
школы. Эта возможность снова увеличивает риск коррупционно-
го варианта решения проблемы ЕГЭ.

• А с чем же столкнулись непосредственно учителя? Существу-
ющие государственные программы и учебники не всегда соответ-
ствуют требованиям, которые предъявляются в спецификации 
ЕГЭ. В частности, задания в учебниках не соответствуют форма-
ту заданий в контрольно-измерительных материалах ЕГЭ. Учи-
телю для результативной подготовки детей к единому государ-
ственному экзамену необходимо вносить существенные измене-
ния, во-первых, в формат предлагаемых для решения заданий, 
а во-вторых, в порядок и объем изучения программного матери-
ала. Потому что для учащихся массовой школы как минимум по-
следние полгода необходимо выделить для решения задач в фор-

Фото Н. Суковой
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РА Б О ТА  Н А Д  О Ш И Б К А М И

мате ЕГЭ. Однако учебная программа таких нов-
шеств не подразумевает. 

Очевидно, что, если меняется содержание эк-
замена, требуется изменение содержания госу-
дарственной программы. Пособия и методиче-
ская литература, необходимые для подготов-
ки к ЕГЭ, в школы не поставляются, хотя, впро-
чем, серьезно разработанных методических ком-
плектов до сих пор еще и не создано. Формат ЕГЭ 
для отечественной системы образования до сих 
пор считается новым, и учеников старшей шко-
лы необходимо «переучивать» при решении тех 
или иных задач. И только в конце 2010 года Фе-
деральным институтом педагогических измере-
ний (ФИПИ) были изданы сборники для подго-
товки к ЕГЭ, содержащие задания по всем ти-
пам — от В1 до С6. Возможно, в ближайшее вре-
мя мы все-таки сможем совместными усилиями 
решить данную проблему.

• Однако есть и много положительных момен-
тов введения ЕГЭ. ЕГЭ стимулирует подготов-
ку учеников к экзамену. Мне, как учителю мате-
матики (предмета, экзамен по которому должны 
сдавать все 100% учеников, хотят они этого или 
нет), это особенно видно. Учащиеся сами просят 
советов, как лучше подготовиться к выпускно-
му экзамену, просят давать больше заданий, по-
сещают все дополнительные занятия и т.п. По-
добного интереса, если его так можно назвать, 
не было до введения новой формы сдачи экзаме-
на среди учеников общеобразовательных школ. 
Это несомненный плюс новой системы аттеста-
ции выпускников. Даже те учащиеся, для кото-
рых математика не является профильным пред-
метом, хотят «заработать» как можно больше 
баллов на ЕГЭ и не жалеют для этого собствен-
ных сил. 

• Но не все так просто. Взять, например, такие 
темы, как первообразная и интеграл, элемен-
ты математической статистики, комбинаторики 
и теории вероятностей, и другие темы. Данные 
разделы не отражены в блоке В, а многие отсут-
ствуют и в спецификации ЕГЭ. Как же в таком 
случае мотивировать детей, нацеленных на сда-
чу ЕГЭ, уделить внимание вышеуказанным те-
мам?

К тому же учителя по другим предметам (не 
математики и русского языка) отмечают, что 
ученики пытаются «забросить» учебные дисци-

плины, ЕГЭ по которым они сдавать не планиру-
ют. И после отмены конкурса аттестатов дети пе-
рестали стремиться «заработать» оценки повы-
ше.

• Возникает также вопрос о том, можно ли по 
результатам ЕГЭ оценивать труд педагога при 
его аттестации? Ведь уровень мотивации у каж-
дого школьника свой, и вполне очевидно, что в 
классе математического профиля результаты 
ЕГЭ будут намного выше, нежели в общеобразо-
вательном или гуманитарном классе. Остается 
надеяться, что при введении с 1 января 2011 го-
да новой системы аттестации педагогических ра-
ботников Российской Федерации этот аспект бу-
дет учтен. При анализе информации о новой си-
стеме аттестации пока больше вопросов, чем от-
ветов.

• ЕГЭ позволяет выпускникам поступать в 
вузы, находящиеся на значительном расстоя-
нии от места их проживания, всего лишь отпра-
вив сведения о сдаче ЕГЭ по почте. Облегчает-
ся подача документов сразу в несколько вузов, 
нет необходимости сдавать в каждом из них эк-
замены, что является большим плюсом новой 
системы.

• В конце января 2011 года с заявлением о ре-
зультатах введения ЕГЭ выступил председатель 
Совета Федерации. Сергей Миронов считает, что 
эксперимент по введению в России ЕГЭ прова-
лился. «Организаторы эксперимента по введе-
нию ЕГЭ ставили восемь целей... мы проанали-
зировали… и выводы комиссии очень просты: 
ни одна из восьми целей не была достигнута», — 
сказал Миронов, ссылаясь на выводы независи-
мой общественной комиссии, которая была соз-
дана по его инициативе. Несмотря на это, ми-
нистр А. Фурсенко считает, что новая система 
аттестации выпускников успешно функциони-
рует, хоть еще и не совершенна. Кому верить, 
покажет время. 

По моему мнению, пора сформулировать чет-
кую и аргументированную позицию по данному 
вопросу, проанализировав все плюсы и минусы. 
Состояние, которое в настоящее время можно 
назвать «подвешенным», не может продолжать-
ся так долго. Образование — это сфера жизни, 
которая находится в постоянном развитии, но 
нельзя создавать такую ситуацию, когда систе-
му образования лихорадит вот уже 10 лет. 

В № 23/2010 на с. 29 в схеме вместо слов 
«противоречие с условием уже известной тео-
ремы» следует читать «противоречие с извест-
ной теоремой».

В № 3/2011 на с. 29 под рисунком 3 в скоб-
ках следует читать: BD < CD.

Редакция благодарит О.И. Плакатину и 
В.М. Финкельштейна за замеченные неточно-
сти и приносит свои извинения авторам статей.
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С. ГРИШИН, 
С. МУРАВЬЕВ, 

Москва

В начале декабря 2010 г. в Национальном исследовательском 
ядерном университете «МИФИ» (в Москве, Обнинске, Се-
верске, Новоуральске, Ангарске, Димитровграде) прохо-
дила традиционная физико-математическая олимпиада 
памяти профессора И.В. Савельева для школьников 7–11-
х классов. Эта олимпиада является одним из туров тради-
ционной физико-математической олимпиады школьни-
ков «Росатом», которая много лет проходит в МИФИ. 

В олимпиаде 2010/2011 учебного года приняли участие: более 
4500 школьников в олимпиаде по математике и более 
3500 школьников в олимпиаде по физике, что значи-
тельно больше, чем в прошлом году. Нам кажется, что 
существенный рост числа участников (особенно в олим-
пиаде по математике в Москве) есть хороший знак из-
менения отношения общества к точным и естественным 
наукам, без которого невозможно развитие образова-
ния, науки, да и всей жизни нашей страны. 

Вариант задания олимпиады по математике
1. Решите уравнение sin 1005πx = cos 2010πx. Сколько реше-

ний принадлежит отрезку [0; 2]?

2. Для любого целого n решить уравнение 
| 2x + n | + (–1)n| 3x + 11 – 4n | = 0. 

При каких n уравнение имеет два целых решения? 

3. Представьте, что вы находитесь на скачках кузнечиков, про-
водимых по следующим правилам: два кузнечика начинают пры-
гать по прямой из точки A в точку B и обратно. Вернувшись в A, 
они повторяют маршрут и т.д. Скорость первого кузнечика 12 
(1/с), второго 5 (1/с), расстояние между A и B равно 60 единиц. 
Бега продолжаются 60 с. Какое время кузнечики могут видеть 
друг друга? Считать, что кузнечик прыгает головой вперед и ви-
дит то, что находится перед ним.

4. При каких значениях параметра b прямая с уравнением 
y = (b2 + 2b – 2)x + b 

пересекает прямоугольник 0 ≤ x ≤ 3, 0 ≤ y ≤ 2 на плоскости? Найти дли-
ну отрезка прямой, лежащего внутри прямоугольника при b = 1.

5. Площадь основания прямой треугольной призмы равна S. Ра-
диус шара, описанного около призмы, равен R. Какое наибольшее 
значение при этих условиях может принимать объем призмы?

ФИЗИКО-
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ 
ОЛИМПИАДА 
ПАМЯТИ ПРОФЕССОРА 
И.В. САВЕЛЬЕВА В НИЯУ МИФИ

Подробности об олимпиаде 

можно узнать по телефону 

приемной комиссии НИЯУ МИФИ 

(495) 324-84-17 и на сайте 

НИЯУ МИФИ www.mephi.ru.
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Ответы и решения

1. а) 1

4 1
,

6030
k

x
+

=  k ∈ Z; 2

4 1
,

2010
m

x
−

=  m ∈ Z.

Используя формулу для косинуса двойного 
угла, сводим уравнение к квадратному относи-
тельно sin 1005πx:

2sin2 1005πx + sin 1005πx – 1 = 0. 
Решение этого уравнения дает

1
sin1005

2
xπ =  и sin 1005πx = –1. 

Эти уравнения имеют следующие серии реше-
ний:

1

4 1
,

6030
k

x
+

=  k ∈ Z; 2

4 1
,

2010
m

x
−

=  m ∈ Z.

б) 3015 решений. 
Найдем число решений на отрезке [0; 2]. Чис-

ло решений первой серии на отрезке [0; 2] опре-
деляется числом целых решений неравенства 

4 1
0 2

6030
k +

≤ ≤ , или –0,25 ≤ k ≤ 3014,75, 

то есть 3015 решений.
Аналогично, вторая серия имеет на заданном 

отрезке 1005 решений.
Кроме того, очевидно, что данные серии пе-

ресекаются — то есть существуют значения x, 
принадлежащие и первой, и второй серии ре-
шений. Эти пересечения находятся из уравне-
ния

4 1 4 1
6030 2010

k m+ −
= , или k = 3m – 1. 

Таким образом, решения 
12 5

6030
m

x
+

=  встречаются в обеих сериях. Таких 

решений на отрезке [0; 2] — 1005 штук. Поэтому 
общее число решений на отрезке [0; 2] равно 

3015 + 1005 – 1005 = 3015.

2. а) n = 2m, m ∈ Z, m ≠ 1, x ∈ ¾; n = 2, x = –1; 

n = 2m + 1, m ∈ Z, x1 = 10m – 6, 2

6 8
.

5
m

x
−

=

Для четных n (n = 2m, m ∈ Z) данное в условии 
уравнение сводится к уравнению 

           | 2x + 2m | + | 3x + 11 – 8m | = 0. (*)
Чтобы равенство (*) выполнялось, оба моду-

ля должны одновременно равняться нулю. Поэ-
тому уравнение (*) эквивалентно системе урав-
нений: 

                                

,
8 11

.
3

x m
m

x

= −⎧
⎪

−⎨ =⎪⎩
 (**)

Решение системы (**) дает x = –1 при 
m = 1 (n = 2). При других четных n решений нет. 

Для нечетных n (n = 2m + 1, m ∈ Z) данное в 
условии уравнение сводится к уравнению

| 2x + 2m + 1 | = | 3x + 7 – 8m |.

Раскрывая модули, найдем, что при любых 
m ∈ Z уравнение имеет два решения 

x1 = 10m – 6  и 2

6 8
.

5
m

x
−

=  

б) n = 10t + 7, t ∈ Z, x1 = 6t + 2, x2 = 50t + 24.
Уравнение может иметь два целых решения, 

если n — нечетное (n = 2m + 1, m ∈ Z) и выполнено 

условие 2

6 8
5

m
x k

−
= =  — целое число (корень x1 

всегда целый). Очевидно, это условие выполне-
но при m = 5t + 3, t ∈ Z, или n = 2(5t + 3) + 1 = 
= 10t + 7, t ∈ Z.

3. 
240
17

T =  с.

Используем графические соображения. По-
строим графики зависимости координат кузне-
чиков от времени (начало координат в точке А, 
ось x направлена в точку В). Поскольку кузнечи-
ки движутся с постоянными скоростями, эти за-
висимости линейные, лежат в интервале измене-
ний координат 0–60, возрастают при движении 
кузнечика из А в В и убывают при движении из В 
в А (см. рисунок). Первый кузнечик возвращает-
ся на старт каждые 10 с, а второй — каждые 24 с. 
На рисунке зависимость координаты быстрого 
кузнечика от времени показана зеленой линией, 
медленного — синей.

Аналитически эти зависимости описываются 
функциями: 

            
1

60
( ) arcsin sin (2 5)

10 2
S t x

π π⎛ ⎞⎛ ⎞= − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠π  
и             

 2

60
( ) arcsin sin ( 6) .

12 2
S t x

π π⎛ ⎞⎛ ⎞= − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠π

Моменты встречи кузнечиков описываются 
уравнением S1(t) = S2(t) или сериями 

1

120
,

7
k

x =  k ∈ Z, и 2

120
,

17
m

x =  m ∈ Z.

Очевидно, кузнечики видят друг друга, ког-
да один движется из B в A (его координата убы-
вает), второй — из А в В (его координата рас-
тет) и координата первого больше координаты 
второго. Из рисунка эти участки очевидны — 
интервалы времени, им соответствующие, вы-
делены на оси времени красным цветом. Таких 
интервалов — восемь. Находя координаты то-
чек пересечения графиков и суммируя интерва-
лы времени

120
5; ,

17
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦  

2 120
12; ,

17
⋅⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦  
3 120

20; ,
17
⋅⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦  
4 120

25; ,
17
⋅⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦  
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5 120
35; ,

17
⋅⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦  

6 120
40; ,

17
⋅⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦  

7 120
48; ,

17
⋅⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦  

8 120
55;

17
⋅⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦ ,

найдем время, в течение которого кузнечики ви-
дят друг друга.

4. а) b ∈ (–∞; –3] c [0; 2].
Прямая, описываемая уравнением  

y = (b2 + 2b – 2)x + b, 
пересекает ось ординат в точке с координатой y = b. 
Поэтому при b ≤ 0 все прямые, лежащие выше пря-
мой, проходящей через точку C(3; 0), пересекают 
прямоугольник, ниже — нет. Поэтому все значе-
ния b, удовлетворяющие системе неравенств

2

0,

2 2
3

b
b

b b

≤⎧
⎪

−⎨ + − ≥⎪⎩
— искомые. Решением этой системы неравенств 
является полуось b ∈ (–∞; –3].

Все прямые, пересекающие ось ординат в точках 
с координатами 0 ≤ y ≤ 2, пересекают прямоуголь-
ник, и поэтому значения b ∈ [0; 2] — искомые. 

При b > 2 все прямые пересекают ось ординат 
выше прямоугольника, следовательно, на полу-
оси b ∈ (2; +∞) искомых точек нет.

б) 2.l =
Найдем теперь длину прямой, лежащей вну-

три прямоугольника при b = 1. В этом случае 
прямая y = x + 1 пересекает прямоугольник по 
отрезку, соединяющему точки P(0; 1) и Q(1; 2), 
и его длина 2.

5. 2 4
      2 .

3 3
S

V                                                =        −S R

Наибольшему объему призмы с заданной пло-
щадью основания S соответствует наибольшая 
высота. Последнее достигается при наимень-
шем возможном при заданных условиях радиу-
се r круга, описанного около основания призмы. 
Это бывает, когда основание призмы — пра-
вильный треугольник площади S со стороной 

4

2
.

3

S
a =  Тогда 4 3

2
.

3 3

a S
r = =  Следовательно, 

высота призмы определяется соотношением 
2 2 2 4

2 2 ,
3 3

S
H R r R= − = −  

а ее объем равен 
2 4

      2 .
3 3

S
V                                                =        −S R

Ф О ТО  Н А  КО Н К У Р С

Математическое рукоделие 
(на занятии кружка «Занимательная математика»)

Автор: Л.Г. Егорова, учитель математики и физики 
Емёткинской средней школы, Республика Чувашия
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Условия задач

Первый тур 
(10 минут; каждая задача —  6 баллов)

1.1. Решите уравнение 4cos πx = 4x2 – 4x + 5.
1.2. На плоскости АВС расположены два куба АВСDARBRCRDR 

и KMNCQEFP так, как показано на рисунке 1. Сравните длины 
отрезков AP и DRK.

Рис. 1

10 класс

ТУРНИР АРХИМЕДА
МОСКОВСКАЯ 
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ 
РЕГАТА 

А. БЛИНКОВ, 
М. БЕРШТЕЙН, 
А. МЯКИШЕВ, 

Д. ПРОКОПЕНКО, 
Е. ЧЕРНЫШЕВА, 

П. ЧУЛКОВ,
Москва

6 марта 2010 года в Московском городском дворце детского 
(юношеского) творчества при поддержке Департамен-
та образования г. Москвы и Московского центра непре-
рывного математического образования состоялась ма-
тематическая регата 10-х классов. Помимо команд из 
Москвы, в ней приняли участие ребята из г. Долгопруд-
ного, г. Костромы, г. Санкт-Петербурга и г. Переславля, а 
всего участвовало 74 команды.

В традиции московских регат — вручать по окончании каждому 
участнику и руководителю команды брошюру с услови-
ями и решениями задач только что прошедшей регаты. 
Не была она нарушена и на этот раз.

Многие участники показали высокие результаты, поэтому 21 ко-
манда получила приз — литературу по математике. Де-
вять лучших команд получили также дипломы Турнира 
Архимеда. Абсолютным победителем регаты стала одна 
из команд, представлявших СУНЦ МГУ. Полные итоги ре-
гаты опубликованы на сервере МЦНМО (http://www.mc-
cme.ru/olympiads). 

Как обычно, часть заданий придумывалась авторами специаль-
но для этой регаты, остальные же либо можно считать 
математическим фольклором, либо были взяты из по-
пулярной математической литературы. Тексты решений 
публикуются в том виде, в каком они готовились для ра-
боты жюри. 

Клод Моне. Регата под Аржантейем, 1872
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1.3. Докажите, что сумма цифр в десятичной 
записи числа 3200 меньше, чем 1000.

Второй тур 
(15 минут; каждая задача — 7 баллов)

2.1. Известно, что а > b > c. Докажите, что 
2 2

2 .
a b

a b c
a b b c

+ > + +
− −

2.2. В треугольнике АВС проведена биссек-
триса АL. Через точку L проведена прямая, пер-
пендикулярная AL и пересекающая лучи АВ и 
АС в точках М и K соответственно. Найдите AK, 
если АВ = 4, АС = 6.

2.3. Какое наибольшее количество ладей мож-
но расставить на шахматной доске так, чтобы 
любая белая ладья не била никакую ладью по го-
ризонтали, а любая черная ладья не била ника-
кую ладью по вертикали?

Третий тур 
(20 минут; каждая задача — 8 баллов)

3.1. Известно, что m2 + n2 = 1, k2 + p2 = 1 и 
mk + np = 0. Найдите mn + kp.

3.2. На сторонах ВС и CD квадрата ABCD про-
извольно выбраны точки Р и Q соответственно. 
Из вершины В на отрезки АР и АQ опущены пер-
пендикуляры BB1 и BB2, а из вершины D — пер-
пендикуляры DD1 и DD2 соответственно. Дока-
жите, что отрезки B1B2 и D1D2 равны и перпен-
дикулярны.

3.3. Полоска 1 × 100 разбита на единичные 
квадраты. В эти квадраты записывают числа 1, 
2, ..., 100 следующим образом: сначала в какой-
нибудь квадрат записывают число 1, затем в 

один из соседних квадратов записывают число 2, 
затем в один из соседних с уже занятыми квадра-
тами записывают число 3 и т.д. Сколькими спо-
собами это можно проделать?

Четвертый тур 
(25 минут; каждая задача — 9 баллов)

4.1. Число а является корнем уравнения 
x3 – 3x2 + 5x – 17 = 0, а число b — корнем уравне-
ния x3 – 3x2 + 5x + 11 = 0. Какие значения может 
принимать a + b?

4.2. Точка М — середина ребра АА1 треуголь-
ной призмы АBCA1B1C1. На прямой АВ1 выбра-
на точка Е, а на прямой ВС1 — точка F так, что 

прямые EF и СМ параллельны. Найдите .
EF
CM

4.3. Можно ли в десятичной записи числа 
А = 28999 изменить ровно одну цифру так, чтобы 
оно стало простым?

Пятый тур 
(15 минут; каждая задача — 7 баллов)

5.1. Известно, что уравнение x4 + px2 + q = 0 
имеет ровно три корня. Сколько корней имеет 
уравнение x4 + qx2 + p = 0?

5.2. На боковых сторонах АВ и ВС равнобе-
дренного треугольника АВС взяты точки Е и F 
соответственно. Отрезки ЕС и FА пересекаются 
в точке О. Докажите, что если площадь четыре-
хугольника ВЕОF равна площади треугольника 
АСО, то АЕ = ВF.

5.3. Существует ли выпуклый шестиугольник, 
у которого длина одной из сторон равна 1, а дли-
ны всех диагоналей — целые числа?

Решения задач

1.1. Корней нет.
Так как 4cos πx ≤ 4, а 

4x2 – 4x + 5 = (2x – 1)2 + 4 ≥ 4, 
то исходное равенство достигается тогда и толь-
ко тогда, когда его левая и правая части рав-
ны 4, то есть данное уравнение равносильно 

системе 
cos 1,
2 1 0.

x
x

π =⎧
⎨ − =⎩

 Но 1
2

x =  (решение второго 

уравнения) не является решением первого урав-

нения, поскольку cos 0.
2
π

=  

1.2. Длины этих отрезков равны.
Способ I. Рассмотрим поворот вокруг прямой 

DC на 90°: образом точки А является точка DR, 
а образом точки Р — точка K (рис. 2). Следова-
тельно, образом отрезка AD является отрезок 
DRK, значит, AР = DRK.

Способ II. Рассмотрим прямоугольные тре-
угольники АСР и DRСK (см. рис. 2): АС = DRС (ди-
агонали граней большего куба) и CP = CK (ре-
бра меньшего куба). Следовательно, треугольни-
ки АСР и DRСK равны (по двум катетам), значит, 
AР = DRK.

Рис. 2
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Способ III. Пусть a и b — длины ребер боль-
шего и меньшего кубов соответственно (рис. 3). 
Тогда, из прямоугольных треугольников ACP и 
ADC, получим: 

AР2 = АС2 + РС2 = AD2 + DC2 + PC2 = 2a2 + b2.

Рис.3

Аналогично, из прямоугольных треугольни-
ков KDDR и DCK, получим: 
DRK2 = DK2 + DRD2 = DC2 + CK2 + DRD2 = 2a2 + b2.

Следовательно, AР = DRK.

1.3. Так как 32 < 10, то 3200 < 10100. Следова-
тельно, в десятичной записи числа 3200 не боль-
ше чем 100 цифр. Значит, сумма цифр числа 3200 
не превосходит 900, то есть она меньше 1000. 

2.1. Рассмотрим разность левой и правой ча-
стей доказываемого неравенства и преобразу-
ем ее:

2 2 2 2

2 ( ) ( )
a b a b

a b c a b b c
a b b c a b b c

+ − − − = − + + − + =
− − − −

2 2

0,
b c

a b b c
= + >

− −
так как из условия а > b > c следует, что b и с не 
обращаются в ноль одновременно. Следователь-
но, левая часть больше правой, что и требова-
лось.

Комментарий. Эту же идею можно реализо-
вать в другой форме:

2 2 2 2 2 2

2 .
a b a b b c

a b b c a b c
a b b c a b b c

− −
+ > + = + + + = + +

− − − −

2.2.  4,8.
Так как отрезок AL является высотой и бис-

сектрисой треугольника AMK (рис. 4 и 5), то 
этот треугольник — равнобедренный (АМ =
= AK). Кроме того, из треугольника АВС (по свой-

ству биссектрисы): 2
.

3
BL AB
CL AC

= =  Далее можно 

рассуждать по-разному.
Способ I. Через точку С проведем прямую, па-

раллельную KM, N — точка ее пересечения с лу-
чом АВ (рис. 4). 

По теореме о пропорциональных от-

резках 2
.

3
BM BL
MN CL

= =  Пусть ВМ = 2x, 

MN = 3x, тогда, учитывая, что AN = AC, по-
лучим: АВ + 5x = АС. Следовательно, x = 0,4; 
ВМ = 0,8; АK = АМ = 4,8.

Рис. 4

Способ II. Пусть ∠ BLM = ∠ CLK = α, ∠ AMK 
= ∠ AKM = β (рис. 5). 

Применим теорему синусов к треугольникам 
BLM и KLC. Соответственно получим: 

sin sin
BM BL

=
α β

 и ( ).
sin sin 180
CK CL

=
α ° − β

 

Так как sin (180° – β) = sin β, то 2
.

3
BM BL
CK CL

= =  

Пусть АK = АМ = y, тогда 
4 2

6 3
y

y
−

=
−

 ⇔ y = 4,8.

Рис. 5

2.3.  14 ладей.
Докажем, что больше чем 14 ладей поставить 

нельзя. Заметим, что если в какой-то горизонта-
ли стоит белая ладья, то никаких других ладей в 
этой горизонтали стоять не может. Следователь-
но, белых ладей не может быть более восьми. 
Если черных ладей на доске нет, то всего ладей – 
не более восьми, то есть заведомо меньше чем 14. 
Если же на доске есть хотя бы одна черная ладья, 
то на одной горизонтали с ней белых ладей быть 
не может, значит, в этом случае белых ладей не 
более чем 7. Рассуждая ана-
логично про вертикали, по-
лучим, что и черных ладей 
не более чем 7. Таким обра-
зом, ладей на доске — не бо-
лее, чем 14.

Пример расстановки 14 ла-
дей приведен на рисунке 6.

3.1.  0. 
Способ I. Из первых двух данных равенств 

следует наличие таких углов α и β, что m = cos α, 

Рис. 6
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n = sin α, k = cos β, p = sin β. Тогда третье равен-
ство примет вид: 

cos α cos β + sin α sin β = 0 ⇔ cos (α – β) = 0.
Следовательно, 

mn + kp = cos α sin α + cos β sin β =
1

(sin 2 sin 2 ) sin ( ) cos ( ) 0.
2

= α + β = α + β = α − β =

Способ II. Рассмотрим векторы ( ; )a m n  и 
( ; ).b k p  Из условия задачи следует, что 

2 2 1,a m n= + =  2 2 1,b k p= + =  

0,a b mk np⋅ = + =  то есть .a b⊥  Отложим еди-

ничные векторы a  и b  от начала координат: 

OA a=  и ,OB b=  тогда точка В является обра-
зом точки А при повороте с центром О на 90° 
(в одном из двух возможных направлений). 
Если этот поворот — против часовой стрелки 
(рис. 7), то из координатных формул поворота на 
90° (либо рассматривая равенство треугольни-

ков) получим, что 
,

.
k n
p m

= −⎧
⎨ =⎩

 Аналогично, в слу-

чае поворота по часовой стрелки, получим, что 
,

.
k n
p m

=⎧
⎨ = −⎩

 В обоих случаях mn + kp = 0.

Рис. 7

Комментарий. Отметим, что две системы ра-
венств, полученные при втором способе реше-
ния, соответствуют тому, что 

cos (α – β) = 0 ⇔ 2
2

n
π

β = α + + π  или 2 ,
2

n
π

α = β + + π

где n ∈ Z, то есть 

cos sin ,
sin cos

β = − α⎧
⎨ β = α⎩

 или 
cos sin ,
sin cos .

β = α⎧
⎨ β = − α⎩

3.2. Способ I. Пусть диагонали квадрата пе-
ресекаются в точке О (рис. 8). Рассмотрим по-
ворот с центром О на 90°. Образом вершины В 
при этом повороте является вершина А, а обра-
зом прямой BB1 — прямая, ей перпендикуляр-
ная и проходящая через точку А. Следователь-
но, образ точки B1 лежит на прямой АР. Кро-
ме того, образом вершины А при рассматри-
ваемом повороте является вершина D, поэто-
му образ прямой АB1 – прямая, ей перпенди-
кулярная и проходящая через точку D, то есть 
прямая DD1. Значит, образ точки B1 лежит и на 
прямой DD1. Таким образом доказано, что при 

повороте с центром О на 90° образом точки B1 
является точка D1. 

Рис. 8

Аналогично доказывается, что при рассматри-
ваемом повороте образом точки B2 является точ-
ка D2. Следовательно, образом отрезка B1B2 яв-
ляется отрезок D1D2, поэтому эти отрезки равны 
и перпендикулярны, что и требовалось.

Способ II. Пусть ∠ РАQ = α. Заметим, что от-
резок АВ виден из точек B1 и B2 под углом 90° 
(рис. 9). Следовательно, точки B1 и B2 лежат 
на окружности с диаметром АВ. По следствию 

из теоремы синусов 1 2 .
sin
B B

AB=
α

 Аналогично, из 

того, что точки D1 и D2 лежат на окружности с 

диаметром АD, получим, что 1 2 .
sin
D D

AD=
α

 Так как 

АВ = AD, то B1B2 = D1D2.

Рис. 9

Докажем теперь, что B1B2 ⊥ D1D2. Для этого до-
статочно доказать, что ∠ AB1B2 + ∠ B1D1D2 = 90°.

Это можно получить, например, так: 
∠ AB1B2 + ∠ B1D1D2 = ∠ ABB2 + ∠ ADD2 = 

= (90° – ∠ BAQ) + (90° – ∠ DAQ) = 
= 180° – (∠ BAQ + ∠ DAQ) = 90°.

3.3.  299.
Способ I. Заметим, что количество способов 

расстановки не изменится, если расставлять чис-
ла с конца. Число 100 могло оказаться только в 
одном из концов полоски — два возможных вари-
анта. Уберем его, тогда останется полоска 1 × 99. 
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Число 99 могло оказаться в одном из двух концов 
этой полоски – снова два возможных варианта. 
И так далее, каждый раз, для того чтобы поставить 
очередное число, у нас будет два варианта, пока мы 
не дойдем до единичного квадрата, в котором оста-
нется только одно свободное место. Значит, всего 
299 способов восстановить полоску с конца.

Комментарий. Эту же идею решения можно 
изложить по-другому. Будем расставлять числа 
от 1 до 100 по тем же правилам, что в условии 
задачи, но на бесконечной полоске. Запишем 1 
в произвольный квадрат. Дальше будет два воз-
можных варианта для того, чтобы поставить чис-
ло 2, потом два возможных варианта для того, 
чтобы поставить число 3, и так далее. Получим, 
что количество вариантов выписать все числа от 
1 до 100 по сформулированным правилам равно 
299. В любом таком случае записанные числа за-
ймут какую-то полоску длины 100. Тогда в каж-
дом случае их можно будет единственным спосо-
бом сдвинуть так, чтобы они заняли исходную 
полоску 1 × 100.

Способ II. Пусть 1 поставили на k-е место от 
начала. Если после этого выбрать, какие именно 
k – 1 чисел будут записаны перед 1, то вся запись 
определяется однозначно. Действительно, пер-
вые k – 1 мест будут заняты выбранными числа-
ми в порядке убывания, а 100 – k мест после 1 бу-
дут заняты оставшимися числами в порядке воз-
растания. 

Выбрать k – 1 число из 99 чисел можно 1
99
kC −  

способами. Так как k может быть любым числом 
от 1 до 100, то общее количество способов равно: 

0 1 2 99 99
99 99 99 99... 2 .C C C C+ + + + =  

4.1. a + b = 2.
Так как 
x3 – 3x2 + 5x = (x3 – 3x2 + 3x – 1) + (2x + 1) =

= (x – 1)3 + (2x + 1),
то исходные уравнения можно записать так: 

(x – 1)3 + 2(x – 1) – 14 = 0 
и 

(x – 1)3 + 2(x – 1) + 14 = 0.
Далее можно рассуждать по-разному.
Способ I. Поскольку числа а и b соответствен-

но являются корнями полученных уравнений, 
то выполняются равенства: 
(a – 1)3 + 2(a – 1) = 14 и (b – 1)3 + 2(b – 1) = –14.

Пусть a – 1 = m, b – 1 = n, тогда, складывая эти 
равенства почленно, получим: 

m3 + 2m + n3 + 2n = 0 ⇔
⇔ (m + n)(m2 – mn + n2) + 2(m + n) = 0 ⇔

⇔ (m + n)(m2 – mn + n2 + 2) = 0.
Так как 

m2 – mn + n2 + 2 = (m – 0,5n)2 + 0,75n2 + 2 > 0,
то m + n = 0. 

Следовательно, 
a + b – 2 = 0 ⇔ a + b = 2.

Способ II. Пусть z = x – 1, тогда полученные 
уравнения примут вид: 

z3 + 2z = 14 и z3 + 2z = –14.
Функция y = z3 + 2z возрастает (сумма возрас-

тающих функций), поэтому каждое из этих урав-
нений имеет не более одного корня. Заметим, 
что если число с — корень первого уравнения, 
то число –с — корень второго. Следовательно, 
a – 1 = c, b – 1 = –c, то есть 

a + b = (c + 1) + (–c + 1) = 2.
Комментарий. Эту же идею можно реализо-

вать иначе. Уравнение z3 + 2z = –14 равносиль-
но уравнению (–z)3 – 2z = 14, а графики функций 
f(z) = z3 + 2z и g(z) = (–z)3 – 2z симметричны от-
носительно оси ординат (эскиз — рис. 10). Следо-
вательно, точки пересечения графиков с прямой 
y = 14 также симметричны относительно оси y, зна-
чит, их абсциссы — противоположны. Поэтому 

a – 1 + b – 1 = 0 ⇔ a + b = 2.

Рис. 10

Отметим, что важную роль в приведенных 
рассуждениях сыграла нечетность функции 
f(z) = z3 + 2z.

4.2. 2 .
5

Способ I. Так как EF || СМ, а прямая СМ лежит 
в плоскости AA1C, то EF || AA1C (рис. 11). Пло-
скость BEF содержит прямую EF и пересекает 
плоскость AA1C по прямой DC1, значит, DC1 || EF. 
Таким образом, DC1 || CM.

Рис. 11
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Следовательно, MCC1D — параллелограмм, 
значит, CM = C1D. Кроме того, так как М — се-
редина АА1, то из равенства прямоугольных тре-
угольников С1A1D и САМ следует, что DA1 = MA =
= A1M. Из подобия треугольников ВЕВ1 и DEA

 следует, что 1 2
.

3
BE BB
DE DA

= =  Тогда, учитывая по-

добие треугольников EBF и DBC1, получим: 

1

2
.

5
EF EF BE
CM DC BD

= = =

Способ II. Рассмотрим тройку некомпланарных 
векторов: ,CA a=  ,CB b=  1 ,CC c=  в качестве ба-

зисных (рис. 12). Пусть также 
1

,
AE

x
AB

=  
1

.
BF

y
BC

=  

Тогда 
1

,
2

CM CA AM a c= + = +  

( )1 1EF EA AB BF xAB b a yBC= + + = − + − + =

( ) ( ) ( )1 1x AB BB b a y BC CC= + + − + + =

( ) ( ) ( )x b a c b a y b c= − − + + − + − + =
( 1) (1 ) ( ) .x a x y b y x c= − + − − + −

Рис. 12

Так как EF || СМ, то векторы EF  и CM  кол-
линеарны, значит, найдется такое число k, что 

.EF kCM=  Следовательно, 
1

( 1) (1 ) ( ) .
2

x a x y b y x c ka kc− + − − + − = +

В силу теоремы о единственности разложения 
любого вектора пространства по трем некомпла-
нарным векторам, полученное уравнение равно-

сильно системе 

1 ,
1 0,

0,5 .

x k
x y

y x k

⎧ − =
⎪ − − =⎨
⎪ − =⎩

 Исключив из нее 

переменные x и y, получим, что 
2

.
5

k = −  Следо-

вательно, 
2

.
5

EF

CM
=

4.3. Нет, нельзя.
Число 28999 — четное, значит, его последняя 

цифра четная. Поэтому если менять не послед-
нюю цифру, то число останется четным, то есть 
не может стать простым (оно заведомо больше 
чем 2). Значит, осталось разобрать возможные 
случаи изменения последней цифры.

Найдем последнюю цифру в десятичной запи-
си числа 28999. Для удобства записи используем 
утверждение, что последняя цифра в десятичной 
записи числа является остатком от деления этого 
числа на 10. Тогда: 

        281 ≡ 8 (mod 10); 282 ≡ 82 ≡ 4 (mod 10); 
283 ≡ 83 ≡ 2 (mod 10); 284 ≡ 84 ≡ 6 (mod 10); 

285 ≡ 85 ≡ 8 (mod 10), 
то есть остатки повторяются с периодом 4. Зна-
чит, 

28999 ≡ 283 ≡ 2 (mod 10).
Заметим теперь, что число 28 дает остаток 1 

при делении на 3, значит, число 28999 также дает 
остаток 1 при делении на 3. Переберем все вари-
анты замены последней цифры числа 28999 и по-
кажем, что в каждом случае полученное число 
является составным.

1. Замена последней цифры на другую четную 
цифру не меняет четности данного числа.

2. Замена последней цифры на 1 означает, что 
данное число уменьшится на 1, то есть станет 
равно 

28999 – 1 = (28 – 1)(28998 + 28998 + ... + 1). 
Тогда оно делится на 27.
3. Замена последней цифры на 3 означает, что 

данное число увеличится на 1, то есть станет рав-
ным 

28999 + 1 = (28 + 1)(28998 – 28998 + ... + 1). 
Тогда оно делится на 29.
4. Замена последней цифры на 5 означает, что 

полученное число кратно 5.
5. Замена последней цифры на 7 означает, что 

полученное число станет равно 28999 + 5 и будет 
делиться на 3, так как 28999 ≡ 1 (mod 3).

6. Замена последней цифры на 9 означает, что 
полученное число будет равно 28999 + 7 и будет 
делиться на 7.

Комментарий. Отметим, что очень сложно 
доказывать простоту достаточно большого чис-
ла, поэтому в большинстве подобных задач мож-
но заранее предугадать ответ, а именно, что рас-
сматриваемое число окажется составным.

5.1. Два корня. 
Заметим, что если число x0 — корень уравне-

ния x4 + px2 + q = 0, то и число –x0 является кор-
нем этого уравнения. Следовательно, если такое 
уравнение имеет ровно три корня, то один из них 
равен 0. 
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Значит, q = 0, то есть первое уравнение имеет 
вид: x4 + px2 = 0 ⇔ x2(x2 + p) = 0.

Наличие трех корней у такого уравнения озна-
чает, что p < 0. 

Второе уравнение при q = 0 имеет вид: x4 + p = 0. 
При p < 0 оно имеет два корня: 4 .x p= ± −

5.2. Из равенства площадей в условии задачи 
следует, что равновелики треугольники АВF и 
АСЕ, так как их площади получаются прибавле-
нием площади треугольника ЕОА к равным пло-
щадям (рис. 13). 

Рис. 13

Так как треугольник АВС — равнобедренный, 
то его высоты АM и СN равны, при этом АM и СN 
являются также высотами треугольников ABF и 
CAE соответственно. Следовательно, будут рав-
ны и соответствующие этим высотам основания, 
то есть ВF = АЕ, что и требовалось.

5.3. Нет, не существует.
 Пусть шестиугольник АВСDEF со стороной 

АВ = 1 удовлетворяет условию задачи (рис. 14). 
Рассмотрим треугольник АВD: из неравенства 
треугольника следует, что | BD – АВ | < AD < 
BD + АВ, то есть BD – 1 < AD < BD + 1. Учиты-
вая, что длины BD и AD – целые, получим, что 
AD = BD.

Рис. 14

Аналогичное рассуждение можно провести и 
для треугольника АВЕ. Из того, что треугольни-
ки АВD и АВЕ — равнобедренные с основанием 
АВ, следует, что точки D и Е лежат на середин-
ном перпендикуляре к стороне АВ. Тогда верши-
ны А и В лежат в разных полуплоскостях отно-
сительно прямой DE, что противоречит выпу-
клости шестиугольника.

Не стало Бориса Германовича Зива. Для нескольких поколений учи-
телей он был воплощением классической традиции преподавания ма-
тематики. Сам блестящий учитель, он воспитал сотни и тысячи учени-
ков, и через много лет после окончания школы с гордостью называю-
щих имя своего учителя. Но его учениками оказывались не только те, 
у кого он вел уроки, а и те, кто учился по его книгам или посещал уро-
ки, планы которых были разработаны под его воздействием и влияни-
ем, и тут счет уже идет на сотни тысяч и миллионы.

Б.Г. Зив многие годы был районным методистом и многие годы читал 
лекции учителям всего Петербурга (Ленинграда). Когда стало легче пу-
бликоваться, он выпустил несколько задачников и методических разра-
боток, которые сразу стали очень популярны по всей стране. У Зива бо-
гатство математических и методических идей и желание наполнить пре-
подавание глубокими и содержательными задачами всегда сочеталось с чувством реальности — яс-
ным пониманием того, что можно сделать и чего сделать нельзя. Когда-то за такое понимание воз-
можного и мастерство в достижении его максимума хвалили Киселева. Зив был выдающимся про-
должателем этой же линии. 

В нескольких областях школьной математики «до Зива» было совсем не так, как теперь, — не-
достаточно было задач, да и не всегда понятно было, как их составлять. Созданное Зивом будет 
использоваться и в дальнейшем и станет частью той великой традиции российского преподава-
ния математики, которой он всю жизнь служил. 

Память о нем сохранится в сердцах всех, кто с ним сотрудничал или у него учился.  

Санкт-Петербургские учителя математики
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Н. АВИЛОВ,
ст. Егорлыкская, 
Ростовская обл.

ТОЧКИ И ПРЯМЫЕ
 Точка и прямая — это основные неопреде-

ляемые понятия геометрии. Их косвенные определения и свой-
ства даются посредством системы аксиом. Одна из них: через лю-
бые две точки проходит прямая и притом только одна.

Если на плоскости отметить несколько точек и поставить во-
прос: сколько различных прямых определяют эти точки, то оче-
видно, что однозначно ответить на этот вопрос невозможно. По-
тому что многое зависит от взаимного расположения точек отно-
сительно друг друга.

Обсудим вопрос: сколько различных прямых определяют n2 то-
чек, расположенных в узлах квадратной решетки 1 × 1 в форме 
квадрата (рис. 1).

Рис. 1

Очевидно, что при n = 1 одна точка не определяет ни одной пря-
мой, при n = 2 четыре точки определяют 6 прямых; при n = 3 де-
вять точек — 20 прямых; при n = 4 шестнадцать точек — 62 пря-
мых. Это можно увидеть на рисунке 2.

Рис. 2

При малых значениях n подсчет прямых осуществляется не-
посредственным перебором. Но с увеличением значения n под-
счет, естественно, усложняется, значит, надо искать новые под-
ходы.

Например, такой. Покажем его для n = 5. Все прямые можно 
разбить на непересекающиеся классы параллельных прямых, по-
считать число прямых в каждом классе и полученные числа сло-
жить. При подсчете, из соображений симметрии, число прямых 
в 1-м и 2-м классах увеличено в 2 раза, а в остальных классах — 
в 4 раза (рис. 3).

Рис. 3

N(5) = 2æ(5 + 7) + 4æ(4 + 2 + 8 + 6 + 9) = 140.
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Ниже в таблице приведены значения N для 
первых 10 значений n, найденных таким спосо-
бом.

Точек n 2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Прямых 

N
0 6 20 62 140 306 536 938 1492 2306

Поиски формулы числа N прямых в зависи-
мости от числа n вызывают определенные труд-
ности. Можно найти оценки числа N(n). Вен-
герский математик П. Эрдёш, один из знаме-
нитых математиков XX века, доказал, что если 
даны n точек, не лежащих на одной прямой, и 
через каждые две из них проведена прямая, то 
среди проведенных прямых не менее n различ-
ных*. Используя этот результат, получим ниж-
нюю границу числа N(n). Она равна n2. Верхней 

же границей этого числа является ( )2 21
1

2
n n −  — 

число прямых, определяемых n2 точками общего 
положения, то есть никакие три из них не лежат 
на одной прямой. Поэтому 

( )2 2 21
( ) 1

2
n N n n n≤ ≤ −  

для всех натуральных значений n ≥ 2. 
Значит, если существует формула N(n) в виде 

многочлена, то это многочлен второй, третьей 
или четвертой степени. Используя первые зна-
чения N из таблицы, методом неопределенных 
коэффициентов можно показать, что не суще-
ствует формулы в виде многочлена 

N(n) = Аn4 + Bn3 + Cn2 + Dn + E, 
значит, искать формулу N(n) нужно в другом 
виде.

Обобщим приём подсчета прямых разбиени-
ем на классы параллельных. В каждый класс 
входят все параллельные прямые с угловым ко-

эффициентом ,
a

k
b

=  где здесь и далее a
b

 — пра-

вильная несократимая дробь. 
Любая прямая в координатной плоскости од-

нозначно задается угловым коэффициентом и 
одной из её точек. Для каждого класса в точеч-
ном квадрате выделим те точки, которые опре-
деляют все прямые этого класса с угловым ко-

эффициентом .
a
b

 При этом возможны два 

случая: 

1) если ,
2
n

b <  то точки, определяющие все пря-

мые с угловым коэффициентом ,
a
b

 расположены 

внутри голубого или зеленого прямоугольников, 
и их 

b(n – a) + a(n – 2b) = n(a + b) – 3ab; 

2) если ,
2
n

b ≥  то точки, определяющие все пря-

мые с угловым коэффициентом ,
a
b

 расположены 

внутри голубого прямоугольника, и их (n – a)(n – b). 
Ниже приведены рисунки (рис. 4) для n =10, 
2
3

k =  в первом случае и 2
7

k =  во втором случае. 

Поэтому число N(a; b) прямых в классе па-
раллельных прямых с угловым коэффициентом 

a
k

b
=  ровно столько, сколько выделено точек, 

и вычисляется по формуле 

 если 

если 

( ) 3 , ,
2( ; )

( )( ), .
2

n
n a b ab b

N a b
n

n a n b b

⎧ + − <⎪⎪= ⎨
⎪ − − ≥⎪⎩

               если 
2
n

b <                         если 
2
n

b ≥

Рис. 4

Поэтому, число N(n) прямых, заданных n2 
точками, расположенных в узлах квадратной ре-
шетки 1 × 1 в форме квадрата, можно вычислить 
по формуле 

( )
2 1

0 1
1 2

( ) 2 4 ( ; ),
m m

a b

N n N N N a b
− −

= =

= + + ∑ ∑  

где N0 = n — число горизонтальных прямых, 
N1 = 2n – 3 — число прямых, параллельных ди-
агонали квадрата. 

Формулу N(n) можно алгоритмизировать. 
Ниже приведена программа, написанная на 
языке программирования Turbo Basic, и первая 
сотня значений N, вычисленных с помощью этой 
программы.

Программист с чувством собственного досто-
инства скажет: «Да, решена трудная задача!», 
а у математика задача оставляет чувство неудо-
влетворённости, потому что нет привычной для 
него формулы числа прямых. 

Коллекционер последовательностей, извест-
ный американский математик Нил Дж. А. Сло-
ун (Neil J. A. Sloane), в 1995 году издал свою 
книгу «Энциклопедия целочисленных последо-
вательностей». В книге систематизированы чис-
ловые последовательности, которые встречают-

* Избранные задачи. Сборник. Пер. с англ. Ю.А. Данилова. — М.: Мир, 1977, с. 58.
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ся в математике и смежных науках. В Интерне-
те существует её виртуальная версия по адресу 
www.research.att.com/~njas/sequences. На этом 
сайте можно получить информацию об интересу-
ющей последовательности, введя лишь несколь-
ко её членов. Полученная при решении задачи 
последовательность находится здесь под номе-
ром: A018808.

А есть ли пространственные аналоги этой за-
дачи? Участникам XXII Всероссийской олимпи-
ады школьников по математике предлагалась 
задача обсуждаемой тематики «с выходом в про-
странство»: 

Каркас куба с ребром длины 4 разделен точка-
ми на единичные отрезки. Сколько различных 
прямых определяют эти точки**? 

Многие школьники правильно показали, что 
таких прямых 838. Меня, как члена жюри и ав-
тора задачи, удивило тогда, как нестандартно 
мыслят наши одаренные дети. Они не стали ве-
сти прямой подсчет прямых, а посчитали, сколь-

ко прямых теряется из-за того, что на ребрах 
куба лежит более двух отмеченных точек.

Возможно, кто-то из читателей сможет отве-
тить на вопрос: сколько различных прямых опре-
деляют n3 точек, расположенных в узлах решетки 
в форме куба n × n × n? Возможно, кому-то удаст-
ся алгоритмизировать формулу подсчета прямых 
и привлечь на помощь компьютер. Я не знаю от-
вета на этот, полагаю, очень трудный вопрос.

Задачи для самостоятельного решения
1. У куба отметили центр, вершины, середи-

ны ребер, центры граней, то есть всего 27 точек 
(рис. 6). Сколько различных прямых определя-
ют эти 27 точек?

 
Рис. 6   

2. Каркас куба с ребром длины n разделен точ-
ками на единичные отрезки. Сколько различных 
прямых определяют эти точки?

rem Число прямых
cls:
for n=2 to 100
s=0
for b=2 to n-1
for a=1 to b-1
x=a: y=b
1 if x=y then 2
if x>y then x=x-y else y=y-x
goto 1
2 if x<>1 then goto 3
if n>2*b then k=(a+b)*n-3*a*b
if n<=2*b then k=(n-a)*(n-b)
s=s+k
3 next a,b
p=6*(n-1)+4*s
print «n=»n,»N=»p
next n
end

0
6

20
62

140

306
536
938

1492
2306

3296
4722
6460
8830
11568

14946
18900
23926
29544
36510

44388
53586
63648
75674
88948

104374
121032
139966
160636
184466

209944
239050
270588
305478
342480

383370
427020
475830
527280
583338

642900
708798
777912
854022
934604

1021074
1111368

1209994
1313612
1425770

1542520
1667254
1798132
1939674
2086576

2243398
2407292
2581210
2761192
2954314

3154956
3369750
3591616
3825234
4068324

4325334
4590216
4872078
5164580
5471858

5788016
6123274
6469748
6836558
7213480

7606674
8013108
8439598
8877144
9338382

9813924
10310238
10818792
11353526
11903220

12477042
13064368
13675166
14303516
14961994

15635288
16336790
17057820
17805818
18569864

19363926
20177748
21027330
21894432
22791174

** Задача автора статьи, вошла в сборник олимпиадных задач: Агаханов Н.Х., Терешин Д.А., Кузнецова Г.М.. Школьные ма-
тематические олимпиады. — М.: Дрофа, 1999.
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3. Сколько различных прямых определяют 
точки, расположенные в узлах решетки в форме 
правильного точечного треугольника? Напри-
мер, 10 точек правильного точечного треугольни-
ка со стороной 3 определяют 24 прямые (рис. 7). 
Написать программу подсчета числа прямых на 
одном из языков программирования.

    
Рис. 7

Решения задач
1. 27 точек общего положения задают 

27 26
351

2
⋅

=  прямых. В нашем случае прямых бу-

дет меньше, потому что они теряются из-за того, 
что есть тройки точек, лежащих на одной пря-
мой. Такие тройки точек вместо трех различных

 прямых определяют только одну прямую. Сре-

ди 27 отмеченных точек имеется 49 таких троек 
точек: 9æ3 = 27, лежащих на прямых, троек па-
раллельных ребрам куба, 2æ6 = 12 троек точек 
на диагоналях граней куба, 2æ3 = 6 троек точек 
на диагоналях трех серединных сечений куба и 4 
тройки на диагоналях куба.

Таким образом, общее число прямых, равно 
351 – 49æ3 + 49 = 351 – 49æ2 = 253.

2. Число прямых, определяемых точками кар-
каса куба с ребром длины n, считается по формуле 

N(n) = 66n2 – 60n + 22. 

3. Можно адаптировать приведенную в статье 
Basic-программу, заменив в ней всего лишь три 
строки. А именно, в строках выбора при тех же усло-
виях переменная k принимает другие значения: 

k=n-b+(b-1)*(n-b-2*a)+b*(b-1)/2
или 

k=(n-b)*(n-b+1)/2,
а в строке вывода 

p=3*(n+s-1).
Это заметил В. Рыбинский — первый прези-

дент российского клуба ценителей головоломок 
«Диоген».

ПОЛ ЭРДЁШ (1913–1996) — один из самых знаменитых математиков XX века. Работал в самых 
разных областях современной математики (комбинаторика, теория графов, теория чисел, математи-
ческий анализ, теория приближений, теория множеств и теория вероятностей). Лауреат множества 
математических наград.

Эрдёш родился в Будапеште, его родители получили математическое об-
разование и работали учителями. Еще в раннем детстве Эрдёш проявил вы-
дающиеся математические способности, в четырехлетнем возрасте перемно-
жал в уме четырехзначные числа. В школьном возрасте он неоднократно вы-
игрывал математические олимпиады. 

Начиная с конца 30-х годов и до самой смерти стиль жизни Эрдёша можно 
охарактеризовать как «странствующий математик». Он путешествовал меж-
ду научными конференциями и домами коллег по всему миру. Он появлялся 
на пороге со словами «мой мозг открыт» и оставался на время, необходимое 
для совместной подготовки нескольких статей, чтобы уехать дальше через не-
сколько дней. Он щедро делился с окружающими своими математическими 
идеями, и сам легко откликался на чужие идеи.

Эрдёш написал за свою жизнь 1475 статей, это число сопоставимо только с 
числом статей у Эйлера. Многие из этих статей были написаны в соавторстве, 
число соавторов все ещё уточняется, но их было около пяти сотен. В математике 
совместная статья является скорее исключением, чем правилом, поэтому столь 
огромное число соавторов Эрдёша породило такое шуточное понятие как «чис-
ло Эрдёша». Оно определяется следующим образом:

• у самого Эрдёша это число равно нулю;
• у соавторов Эрдёша это число равно единице;
• соавторы людей с числом Эрдёша, равным n, имеют число Эрдёша n + 1.
Словом, число Эрдёша — это длина кратчайшего пути от человека до самого Эрдёша по совмест-

ным работам. По некоторым оценкам, 90% математиков обладают числом Эрдёша не более 8, что пе-
рекликается с различными теориями «тесного мира». Существует неофициальный проект по состав-
лению базы данных людей с конечным числом Эрдёша.

По материалам Википедии
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ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ПРОГРЕССИЯ   
b1,  b2 = qb1,  b3 = qb2,  …

b1 ≠ 0, q ≠ 0
Задача. Сколько будет зерен на шахматной доске, если 

класть на каждую следующую клетку доски вдвое больше 
зерен, чем на предыдущую, начиная с одного?

С этой задачей связана старинная легенда. В разных 
источниках ее детали отличаются, но суть и математическая 
сущность остаются неизменными. 

Когда создатель шахмат показал свое изобретение 
правителю страны, тому игра так понравилась, что он по-
зволил изобретателю самому выбрать награду. Тот по-
просил у короля за первую клетку шахматной доски запла-
тить одно зерно пшеницы, за вторую — два, за третью — 
четыре и т.д., удваивая количество зерен на каждой сле-
дующей клетке. Правитель, который не был силен в ма-
тематике, согласился, даже несколько обидевшись за 
столь невысокую оценку изобретения, и приказал казна-
чею, подсчитав, выдать изобретателю нужное количество 
зерна. Однако, когда казначей показал ему расчеты и 
сказал, что расплатиться невозможно, правитель, чтобы 
взять реванш над пытавшимся обхитрить его изобрета-
телем, велел тому собственноручно пересчитать каждое 
зернышко, чтобы ни у кого не было сомнений в том, что он 
честно с ним расплатился.

Хотите проверить? Количество зерна, причитавшееся 
изобретателю, примерно в 1800 раз превышает мировой 
объем урожая пшеницы за год, более того, превышает 
объем урожая пшеницы, собранной за всю историю чело-
вечества. 

Если массу пшеницы перевести в объем, то получится 
приблизительно 1500 км3, а это равно объему амбара с 
размерами 10 км × 10 км × 15 км.
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