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КАК СЧИТАТЬ 
ШАНСЫ

Л. РОСЛОВА 

    Некоторые еще сомневаются, надо 
ли вводить в курс школьной математики элементы теории 
вероятностей и статистики! А еще поговаривают о том, что 
от какого-то содержания надо отказываться. Напрасно все 
это. Все больше убеждаюсь в том, что математики много не 
бывает — нужна она прямо на каждом шагу. Только вот что 
остается в головах наших выпускников после десяти лет 
общения со школьной  математикой?

Мне нет дела до «Правого дела», но есть — до матема-
тической грамотности. И всеобщей, и элитарной грамот-
ности тех, кого видит и слышит страна. А чего только не 
услышишь даже из эфира очень достойной и уважаемой 
радиостанции. Цитирую стенограмму передачи «Особое 
мнение» на «Эхо Москвы»:

Н. БОЛТЯНСКАЯ: «Правое дело» определилось с канди-
датом в Государственную думу: без Прохорова, но с тенни-
систкой Анной Чакветадзе. Как Вы считаете, каковы даль-
нейшие шансы «Правого дела»?  

П. ГУСЕВ: Минус один в 28 степени.
Видимо, это гипербола (не в смысле «геометрическое 

место точек Евклидовой плоскости», а в смысле «стили-
стическая фигура явного и намеренного преувеличения, 
с целью усиления выразительности и подчеркивания ска-
занной мысли»). Надо думать, что говоривший хотел ска-
зать, что шансы — ниже нуля. Хотя, как мы с вами знаем 
из наших же учебников математики, шанс невозможного 
события равен нулю, и отрицательным шанс быть не мо-
жет. Ну, то есть событие не просто невозможное, а супер-
невозможное? А если предположить, что с математикой у 
говорившего все отлично и что это такое закодированное 
послание слушателям? Минус один в 28 степени равен 1, 
следовательно, событие — достоверное! Успевших пове-
рить разочарую — эта версия не подтверждается дальней-
шими рассуждениями.

Значит, все-таки нелепая ошибка. Случайна ли она? Да 
нет, к сожалению. Сколько таких нелепиц приходится слы-
шать каждый день! И как хорошо все это коррелирует с ре-
зультатами нашего с вами ЕГЭ по математике. Если не ве-
рите, посмотрите в этом номере статистику семи задач ЕГЭ 
2011 года. Минус единица в степени — это алгебра, а то, 
что встречаются выпускники, которые не могут подсчитать 
стоимость покупки из продуктов питания и причитающую-
ся сдачу, мы знаем. Но то, что их, оказывается (вот она — 
статистика!), десятки и сотни тысяч… Вот ужас в чем!

В общем, есть над чем задуматься учителю матема-
тики!



Г. ФАЛИН, А. ФАЛИН,
г. Москва О ПРЕДСТАВЛЕНИИ 

ПЕРВИЧНЫХ ДАННЫХ 
В ОПИСАТЕЛЬНОЙ 
СТАТИСТИКЕ

В описательной статистике первичные данные систематизируют 
и представляют в виде разнообразных таблиц, которые, в 
свою очередь, используют для построения столбиковых 
диаграмм и гистограмм. Мы расскажем об удобном способе 
представления первичных данных с помощью древовидных 
диаграмм. Эти диаграммы объединяют в себе достоинства 
обычных таблиц и гистограмм и позволяют быстро провести 
предварительный и достаточно интересный статистический 
анализ данных. 

Древовидная диаграмма
Основным объектом статистики являются наборы данных 

(обычно числовых). Эти наборы 
• либо берут из существующих источников, например из газет 

или интернета, — такие данные называют вторичными,
• либо получают в результате опроса с помощью какого-нибудь 

вопросника/анкеты или в результате эксперимента — такие дан-
ные называют первичными. 

Первичные данные обычно не имеют сколь-нибудь явно выра-
женной структуры и производят впечатление хаотического набора 
чисел.

Статистический анализ начинается с того, что эти данные 
представляют в каком-нибудь организованном виде. Напри-
мер, упорядочивают по возрастанию, разбивают на группы и 
т.д. Это служит основой для дальнейшего статистического ана-
лиза, в ходе которого вычисляют статистические характери-
стики исследуемого набора (среднее значение, медиану, дис-
персию и т.д.), представляют данные в графическом виде (на-
пример, рисуют столбиковую диаграмму, что позволяет визу-
ально выявить характерные особенности распределения чисел 
набора) и т.д. 

Мы расскажем об удобном способе представления небольших 
(содержащих не более сотни чисел) наборов первичных данных с 
помощью так называемой древовидной диаграммы. В статисти-
ческой литературе на английском языке древовидную диаграмму 
называют stem-and-leaf diagram. Буквально этот термин можно 
было бы перевести как «диаграмма из стеблей с листьями». В ин-
форматике при представлении данных методом, используемым в 
этих диаграммах, говорят о дереве. По этой причине мы решили 
использовать термин древовидная диаграмма. Следует, однако, 
подчеркнуть, что общепринятого термина для этого объекта в от-
ечественной статистической литературе нет.

Древовидная диаграмма вошла в число стандартных ин-
струментов описательной статистики после выхода в 1977 г. 

К материалу есть приложение на CD-диске.
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книги известного американского статистика 
Джона Тьюки [1]. Их большая популярность 
в 70–80-е годы прошлого века была связа-
на с тем, что в то время большинство принте-
ров для компьютеров работали как печатные 
машинки, то есть могли печатать лишь стро-
ки из цифр, букв и символов. Для рисования 
графиков и чертежей использовались специ-
альные дорогостоящие устройства — плотте-
ры, которые работали под управлением мощ-
ных (по меркам того времени) и дорогих ком-
пьютеров. Древовидная диаграмма похожа на 
таблицу со строками переменной длины и лег-
ко может быть напечатана даже на пишущей 
машинке. В сущности, для получения древо-
видной диаграммы не нужно никаких техни-
ческих средств. Она позволяет быстро, в лю-
бой обстановке, с помощью ручки и листа бу-
маги представить небольшие наборы данных 
в «графическом» виде и провести их простей-
ший статистический анализ — с этой точ-
ки зрения древовидные диаграммы идеально 
подходят для обучения элементам описатель-
ной статистики в классе. 

В странах с давней традицией преподавания 
статистики в школах, например в Великобрита-
нии, понятие древовидной диаграммы включено 
в школьные программы.

Построение древовидной диаграммы
Принцип построения древовидной диаграм-

мы мы продемонстрируем на примере следую-
щего набора чисел:

9, 43, 34, 5, 28, 16, 18, 23, 45, 52, 23, 38, 25, 
29, 31, 16, 27, 30, 22, 36, 12, 5, 17, 25, 31.

Начнем с того, что создадим таблицу следую-
щего вида:

Числа с данным количеством 
десятков

Д
ес

ят
ки

0

1

2

3

4

5

Затем станем последовательно просматри-
вать числа нашего набора и вписывать очеред-
ное число в соответствующую строку. Беглый 
анализ числового ряда показал, что все числа 
в наборе меньше 60. Это и определило количе-
ство строк в таблице. В результате мы получим 
таблицу:

Числа с данным количеством 
десятков

Д
ес

ят
ки

0 9, 5, 5

1 16, 18, 16, 12, 17

2 28, 23, 23, 25, 29, 27, 22, 25

3 34, 38, 31, 30, 36, 31

4 43, 45

5 52

Посмотрим повнимательнее на какую-нибудь 
строку этой таблицы, например, 

1 16, 18, 16, 12, 17

Все числа в этой строке начинаются с цифры 1, 
причем этот факт явно указан в первом столбце. 
Поэтому в строке чисел 16, 18, 16, 12, 17 мож-
но указывать только число единиц, то есть запи-
сать строку 

1 16, 18, 16, 12, 17

в виде:

1 6, 8, 6, 2, 7

Соответственно, вся таблица с числами рас-
сматриваемого набора может быть записана в 
виде:

Единицы

Д
ес

ят
ки

0 9, 5, 5

1 6, 8, 6, 2, 7

2 8, 3, 3, 5, 9, 7, 2, 5

3 4, 8, 1, 0, 6, 1

4 3, 5

5 2

Обычно эту таблицу оформляют так:

0 9, 5, 5

1 6, 8, 6, 2, 7

2 8, 3, 3, 5, 9, 7, 2, 5

3 4, 8, 1, 0, 6, 1

4 3, 5

5 2

Эту таблицу и назовем древовидной диаграм-
мой. Дополнительно в ней обязательно указыва-
ют, что, например, запись 5|2 означает число 52. 
Правило восстановления чисел анализируемого 
набора, представленных древовидной диаграм-
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мой, называется ключом. В дальнейшем будем 
писать «ключ: 5|2 = 52». В принципе, в ключе 
может быть указано любое число, не обязатель-
но входящее в набор. 

В информатике описанный выше способ струк-
турирования данных представляют в виде дере-
ва, изображенного на рисунке 1. 

По этой причине мы и ввели термин древовид-
ная диаграмма. 

В древовидной диаграмме элементы столбца сле-
ва от вертикальной линии (в рассматриваемом при-
мере — это цифры десятков) называются узлами, 
а цифры в строках справа от вертикальной линии 
(в рассматриваемом примере — это цифры единиц) 
называются листьями. Термины «узел» и «лист» 
используются здесь в том же смысле, что и в инфор-
матике («лист» – это узел дерева самого нижнего 
уровня, или узел, не имеющий потомков). Про ли-
стья, которые расположены в той же строке, что и 
некоторый узел, говорят, что они принадлежат это-
му узлу (находятся в этом узле). Например, узлу 4 
принадлежат листья 3 и 5. Можно также сказать, 
что в узле 4 расположены листья 3 и 5.

В англоязычной статистической литературе 
часто термином «stem» называют весь столбец 
чисел слева от вертикальной линии (то есть, в на-
шей терминологии, весь набор узлов). В этом кон-
тексте слово «stem» можно перевести как «сте-
бель» (в английском языке слово «stem» означает 
длинную, тонкую основную часть чего-либо).

Листья, принадлежащие одному узлу, упоря-
дочивают (это несложно сделать, так как после-
довательность цифр-листьев обычно легко охва-
тить взглядом), что дает упорядоченную древо-
видную диаграмму:

0 5, 5, 9
1 2, 6, 6, 7, 8
2 2, 3, 3, 5, 5, 7, 8, 9
3 0, 1, 1, 4, 6, 8 
4 3, 5
5 2

 Ключ: 5|2 = 52

Обычно, когда говорят о древовидной диа-
грамме, имеют в виду именно подобную упоря-
доченную версию.

Кроме того, поскольку все листья являются 
цифрами, можно опустить запятые (или любые 
другие разделители):

0 559
1 26678
2 23355789
3 011468 
4 35
5 2

 Ключ: 5|2 = 52

Это и будет окончательная версия древовид-
ной диаграммы. Иногда, впрочем, в дополни-
тельном столбце справа в круглых скобках ука-
зывают количество листьев в соответствующем 
узле (то есть чисел исходного набора с заданной 
цифрой десятков):

0 559 (3)
1 26678 (5)
2 23355789 (8)
3 011468 (6)
4 35 (2)
5 2 (1)

Ключ: 5|2 = 52

В построенной только что древовидной ди-
аграмме узлы упорядочены по возрастанию 
сверху вниз. С равным успехом их можно было 
бы расположить в порядке возрастания снизу 
вверх. Тогда наша таблица приняла бы вид: 

5 2 (1)
4 35 (2)
3 011468 (6)
2 23355789 (8)
1 26678 (5)
0 559 (3)

Ключ: 5|2 = 52

Рис. 1
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Принцип, который лежит в основе построе-
ния древовидной диаграммы, широко исполь-
зуется при построении словарей. Посмотрим, 
например, на следующий список из четырех ан-
глийских слов (в скобках дан перевод на рус-
ский язык): book (книга), bookcase (книжный 
шкаф), bookmark (закладка), bookshop (книж-
ный магазин). 

Во всех четырех словах видна общая основа — 
book. Поэтому в англо-русском словаре все четы-
ре слова переводятся в рамках одной статьи, ко-
торая выглядит примерно так:

book книга; ~case книжный шкаф; ~mark за-
кладка; ~shop книжный магазин. 

Связь древовидной диаграммы 
и гистограммы

Конструирование древовидной диаграммы 
фактически заключается в группировании дан-
ных в соответствии с числом десятков, то есть в 
промежутки 0 ≤ x ≤ 9, 10 ≤ x ≤ 19, … 

Если листья из одного узла заключить в пря-
моугольник, то мы получим следующую кар-
тинку:

0 559

1 26678

2 23355789

3 011468

4 35

5 2

Нетрудно видеть, что по сути дела на ней 
изображена повернутая на 90° (по часовой 
стрелке) гистограмма. Это сходство еще боль-
ше усилится, если узлы расположить в гори-
зонтальной строке, а листья — в вертикаль-
ных столбцах, то есть повернуть древовид-
ную диаграмму на 90° против часовой стрел-
ки. 

9
5
5

8
7
6
6
2

9
8
7
5
5
3
3
2

8
6
4
1
1
0

5
3 2

0 1 2 3 4 5

Для сравнения ниже приведена гистограмма 
для рассматриваемого набора чисел, построен-
ная с помощью MS Excel:

Хорошо видно, что визуально гистограмма 
дает то же представление о характере распреде-
ления чисел в исходном наборе, что и древовид-
ная диаграмма. Но важное преимущество древо-
видной диаграммы по сравнению с гистограм-
мой заключается в том, что она явно указывает 
все индивидуальные значения анализируемого 
числового набора.

Древовидную диаграмму обычно создают, 
если анализируемый набор содержит несколько 
десятков чисел. Если же чисел меньше, то древо-
видная диаграмма не имеет смысла, так как вы-
явить какие-то особенности распределения чи-
сел в маленьком наборе нельзя. С другой сторо-
ны, если количество членов набора превыша-
ет сотню, то древовидная диаграмма становится 
очень громоздкой и трудно обозримой (ведь мы 
должны указывать каждое индивидуальное зна-
чение), — в этом случае лучше использовать ги-
стограмму. 

Дополнительные примеры
В рассмотренном выше примере мы имели 

дело с набором двузначных чисел. Но описанную 
методику представления данных можно приме-
нить и к более сложным ситуациям. 

Пример 2. Рассмотрим набор 1,52; 1,43; 1,57; 
1,62; 1,40; 1,49; 1,61; 1,53; 1,64; 1,59; 1,61; 
1,44; 1,48; 1,57, 1,48 (числа набора могут пред-
ставлять рост группы школьников в метрах). 
Этот набор можно представить с помощью следу-
ющей древовидной диаграммы:

14 034889                     (6)

15 23779                       (5)

16 1124                          (4)

Ключ: 16|1 = 1,61 м = 161 см

Сдвоенная древовидная диаграмма
Предположим, что в примере 2 речь идет о ро-

сте 15 девочек определенного возраста. Пусть на-
бор 1,72; 1,63; 1,76; 1,48; 1,67; 1,57; 1,67; 1,71; 
1,55; 1,63; 1,59; 1,70; 1,60; 1,51; 1,65 содержит 
информацию о росте 15 мальчиков того же воз-
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раста. Эти данные можно представить с помо-
щью следующей древовидной диаграммы:

14 8                                 (1)

15 1579                         (4)

16 033577                    (6)

17 0126                         (4)

Ключ: 14|8 = 1,48 м = 148 см

Если мы хотим сравнить данные о росте маль-
чиков с данными о росте девочек, удобно одну из 
соответствующих древовидных диаграмм, на-
пример, только что созданную, отобразить сим-
метрично относительно столбца узлов, то есть 
записать в виде:

(1)                                  8 14

(4)                          1579 15

(6)                     033577 16

(4)                          0126 17

Ключ: 8|14 = 1,48 м = 148 см

а после этого присоединить к соответствую-
щей диаграмме для второго из двух сравнивае-
мых наборов:

Мальчики Девочки

(1)                                  8 14 034889                      (6)

(4)                          1579 15 23779                         (5)

(6)                    033577 16 1124                          (4)

(4)                          0126 17

В этом примере ключ можно было бы описать 
так:

 Ключ: 8|14 = 1,48 м = 148 см из первого набо-
ра, 14|3 = 1,43 м = 143 см из второго набора.

Полученная диаграмма и называется сдво-
енной (английский термин «back-to-back»; бук-
вально — «спина к спине»). Из нее хорошо вид-
ны различия в распределении чисел двух рассма-
триваемых наборов; например, ясно, что маль-
чики в целом выше девочек примерно на 10 см. 

Использование древовидной 
диаграммы для подсчета 
статистических характеристик набора

С помощью древовидной диаграммы можно 
находить различные статистические характери-
стики этого набора. Мы продемонстрируем это 
на примере набора, заданного следующей древо-
видной диаграммой:

0 559 (3)

1 26678 (5)

2 23355789 (8)

3 011468 (6)

4 35 (2)

5 2 (1)

Ключ: 5|2 = 52

Наибольшее и наименьшее значения
Древовидная диаграмма фактически представ-

ляет изучаемый числовой набор в упорядоченном 
(по возрастанию) виде. Поэтому наименьшее и 
наибольшее числа набора находятся мгновенно: 
наименьшее значение определяется первым ли-
стом в первом узле, а наибольшее — последним 
листом в последнем узле. В рассматриваемом 
примере наименьшее число определяется кодом 
0|5 = 5, а наибольшее — кодом 5|2 = 52. 

Медиана
Напомним, что медиана μx числового набо-

ра x = (x1; …; xn), упорядоченного по возраста-

нию, — это член набора с номером 
1

,
2

n +
 если на-

бор состоит из нечетного количества чисел, и 
среднее арифметическое членов набора с номе-

рами 
2
n

 и 1,
2
n

+  если набор состоит из четного ко-

личества чисел. 
Вычисление медианы с помощью древовид-

ной диаграммы удобно производить, если для 
каждого узла указано количество принадлежа-
щих ему листьев. Прежде всего, складывая эти 
количества листьев в каждом узле, мы найдем 
общее количество чисел в наборе. В рассматри-
ваемом примере нетрудно подсчитать, что на-
бор содержит n = 25 чисел. Поэтому его медиа-
на — это 13-е в порядке возрастания число набо-
ра. Складывая последовательно числа в круглых 
скобках, начиная с верхней строки, мы видим, 
что первые два узла содержат 8 членов набора, а 
первые три — уже 16 членов, поэтому 13-е чис-
ло определяется кодом 2|5, то есть медиана рав-
на 25.

Среднее значение
Как известно, среднее значение Mx числового 

набора x = (x1; …; xn) — это среднее арифметиче-

ское всех чисел набора: 1 ...
.n

x

x x
M

n

+ +
=  

Подсчет среднего значения в рассматривае-
мом примере начнем с определения общего ко-
личества чисел в наборе: n, которое совпадает 
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с общим количеством листьев. В древовидной 
диаграмме для каждого узла количество ли-
стьев явно указано в круглых скобках. Сумми-
руя эти числа, мы найдем n: 

n = 3 + 5 + 8 + 6 + 2 + 1 = 25. 
Сумму x1 + … + xn всех членов набора можно 

найти, подсчитав для каждого узла сумму зна-
чений его «листьев», а затем сложив все эти 
суммы. Например, для узла 1 сумму значений 
чисел-листьев S1 удобно находить так: 

S1 ≡ 12 + 16 + 16 + 16 + 17 + 18 =
= (10 + 2) + (10 + 6) + (10 + 6) + (10 + 7) + (10 + 8) =

= 10æ5 + (2 + 6 + 6 + 7 + 8) = 50 + 29 = 79.
Нетрудно сообразить, что для нахождения Si 

достаточно значение узла умножить на количе-
ство листьев (число, указанное в круглых скоб-
ках), а затем к результату прибавить сумму всех 
листьев, так что: 
S0 = 0æ3 + (5 + 5 + 9) = 19;
S1 = 10æ5 + (2 + 6 + 6 + 7 + 8) = 79;
S2 = 20æ8 + (2 + 3 + 3 + 5 + 5 + 7 + 8 + 9) = 202;
S3 = 30æ6 + (0 + 1 + 1 + 4 + 6 + 8) = 200;
S4 = 40æ2 + (3 + 5) = 88;
S5 = 50æ1 + (2) = 52.

Тогда сумма всех членов набора равна 19 + 79 +
+ 202 + 200 + 88 + 52 = 640, а среднее значение 

равно 640
25,6.

25
=  

Медиана этого набора, как мы видели, равна 
25 и практически не отличается от среднего зна-
чения.

Задачи
Рассмотрим несколько задач по описатель-

ной статистике, которые используют изло-
женный выше материал. Они составлены с 
использованием вариантов экзаменов, ко-
торые сдают выпускники школ Великобри-
тании для получения общего сертификата о 
среднем образовании. Хотя все задачи явля-
ются авторскими, мы старались сохранить 
дух британских экзаменов, включая уровень 
сложности задач и их практическую направ-
ленность.

Задача 1.   В классе учится 32 школьника. В 
один из дней они потратили в школьном буфете 
следующие суммы (в рублях): 68; 54; 62; 74; 40; 
38; 45; 52; 64; 25; 50; 43; 50; 63; 38; 49; 55; 28; 
61; 43; 62; 42; 36; 47; 60; 63; 35; 52; 40; 52; 64; 
58. Постройте древовидную диаграмму для это-
го набора и с ее помощью вычислите медиану и 
размах.

Решение. Используя описанную выше проце-
дуру, мы получим следующую древовидную ди-
аграмму:

2 58 (2)

3 5688 (4)

4 00233579 (8)

5 00222458 (8)

6 012233448 (9)

7 4 (1)

Ключ: 2|5 = 25 р.

Наименьшее число набора закодировано пер-
вым листом в первом узле: min = 25. Наиболь-
шее число набора закодировано последним ли-
стом в последнем узле: max = 74. Поэтому раз-
мах равен 74 – 25 = 49. 

Пусть xi — i-е в порядке возрастания число 
рассматриваемого набора. Поскольку рассма-
триваемый набор содержит четное количество 
элементов: n = 32, медиана μx является средним 
арифметическим 16-го и 17-го в порядке возрас-

тания чисел набора: 16 17 .
2x

x x+
μ =  Первые три узла 

содержат 14 листьев (2 + 4 + 8). Легко видеть, 

что 16-й и 17-й элементы расположены в четвер-
том узле (первый лист четвертого узла соответ-
ствует 15-му элементу набора, второй — 16-му, 
а третий — 17-му). Поэтому медиана набора рав-

на 
50 52

51.
2
+

=  

Задача 2.  Приводимая ниже древовидная 
диаграмма содержит результаты школьных со-
ревнований в беге:

3 4 (1)

4 348 (3)

5 0134589 (7)

6 399 (3)

7 8 (1)

Ключ: 3|6 = 36 с

Опишите характер распределения результа-
тов соревнований. Найдите медиану и среднее 
значение этого набора. Сравните их между собой 
и прокомментируйте результат.

Решение. Из древовидной диаграммы видно, 
что большая часть результатов лежит в проме-
жутке 50 с ≤ x ≤ 59 с. Иначе говоря, эта группа 
результатов является единственным и ярко вы-
раженным модальным классом.

Остальные значения разбросаны вокруг это-
го класса более-менее симметрично. В узле 6 со-
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держится столько же листьев, сколько и в узле 4, 
а в узле 7 — столько же, сколько в узле 3. Бо-
лее того, внутри центральных узлов (узлы 4–6) 
представлены как маленькие, так и большие зна-
чения листьев. 

Пусть xi — i-е в порядке возрастания число рас-
сматриваемого набора. Поскольку рассматривае-
мый набор содержит нечетное количество эле-
ментов: n = 15, медиана μx является 8-м в порядке 
возрастания числом набора: μx = x8. Первые два 
узла содержат 4 листа; нетрудно видеть, что 8-й 
элемент находится в третьем узле. Первый лист 
третьего узла соответствует 5-му элементу набо-
ра, второй — 6-му и т.д. Восьмому элементу набо-
ра соответствует 4-й лист. Поэтому медиана набо-
ра закодирована как 5|4, что означает 54 с. 

Чтобы найти среднее значение набора, снача-
ла подсчитаем суммы листьев для каждого узла:
S3 = 30æ1 + 4 = 34;
S4 = 40æ3 + (3 + 4 + 8) = 135;
S5 = 50æ7 + (0 + 1 + 3 + 4 + 5 + 8 + 9) = 380;
S6 = 60æ3 + (3 + 9 + 9) = 201;
S7 = 70æ1 + 8 = 78.

Тогда сумма всех членов нового набора равна 

828, а среднее значение равно 828
53,2

15
=  с. 

Практически идентичные значения среднего 
значения и медианы связаны с большой симме-
трией набора. 

Симметрия влечет еще один важный резуль-
тат. Если середину отрезка, соответствующего 
модальному классу (50 с ≤ x ≤ 59 c), рассматри-
вать как меру положения набора, то мы получим 
значение 54,5 с, которое практически совпадает 
со значениями медианы и среднего.

Отметим также, что набор имеет единствен-
ную моду — значение 69 с (оно встречается чаще 
других — два раза). Но это значение не входит 
в модальный класс и сильно отличается как от 
медианы, так и от среднего значения. Поэтому в 
данном случае мода не может рассматриваться в 
качестве хорошей меры положения набора.

Следующая задача использует набор чисел из 
учебника [7] , с. 251.

Задача 3.   В одной городской школе было 
проведено следующее статистическое исследова-
ние. Выбранных наугад 100 учеников попроси-
ли замерить, сколько минут каждый из них тра-
тит на дорогу в школу.

В результате получили следующий ряд дан-
ных:
27, 52, 43, 38, 47, 8, 21, 40, 32, 53, 45, 54, 35, 28,
40, 18, 31, 45, 24, 30, 37, 15, 39, 34, 48, 25, 30, 7,
32, 12, 26, 35, 48, 19, 33, 26, 17, 30, 42, 22, 53, 28,

42, 36, 23, 10, 34, 46, 16, 29, 35, 52, 41, 32, 21,
39, 55, 25, 29, 8, 36, 44, 26, 55, 34, 19, 42, 54, 27,
10, 45, 20, 31, 50, 18, 9, 41, 14, 38, 40, 23, 49, 33
15, 24, 46, 36, 28, 32, 37, 51, 20, 29, 47, 33, 27, 41,

22, 39, 40.
Постройте древовидную диаграмму для этого 

набора и с ее помощью охарактеризуйте распре-
деление чисел набора. 

Решение. Используя описанную выше проце-
дуру, построим древовидную диаграмму, при 
этом в качестве узлов возьмем цифры десятков. 
Легко видеть, что все числа меньше 60, поэтому 
в диаграмме только 6 строк:

0 7889 ( 4)

1 002455678899 (12)

2 001122334455666777888999 (24)

3 0001122223334445556667788999 (28)

4 0000111222345556677889 (22)

5 0122334455 (10)

Ключ: 5|0 = 50 мин.

Из нее видно, что бóльшая часть чисел набо-
ра (28 из 100, то есть 28%) лежит в промежутке 
30 ≤ x ≤ 39. Иначе говоря, эта группа результатов 
является единственным модальным классом.

Остальные значения распределены вокруг 
этого класса с небольшим скосом в сторону мень-
ших значений (такое распределение называют 
отрицательно асимметричным). Действитель-
но, выше узла 3 расположены узлы 2, 1 и 0, со-
держащие 24, 12 и 4 листьев соответственно (им 
соответствует 40 чисел исходного набора). Ниже 
него расположены узлы 4 и 5, содержащие 22 
и 10 листьев соответственно (им соответствует 
32 числа исходного набора). 

Этот вывод подтверждается и более подроб-
ным статистическим анализом, основанным на 
квартилях (подробнее по поводу квартилей см., 
например, статью авторов [8]). 

Пусть xi — i-е в порядке возрастания число 
рассматриваемого набора. Поскольку рассма-
триваемый набор содержит четное количество 
элементов: n = 100, медиана μx является сред-
ним арифметическим членов с номерами 50 и 
51. Первые три узла содержат 40 листьев; им со-
ответствует 40 элементов исходного набора. По-
этому 50-й и 51-й элементы закодированы в чет-
вертом узле. Первый лист из этого узла соответ-
ствует 41-му элементу набора, второй — 42-му и 
т.д. Поэтому 50-му элементу набора соответству-
ет 10-й лист из этого узла, а 51-му — 11-й, так 

что 
33 33

33.
2x

+
μ = =  
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Чтобы найти нижнюю и верхнюю квартили, 
разделим (в соответствии с определением квар-
тилей) упорядоченную версию исходного набора 
на две равные по числу элементов половины, из 
50 чисел каждая. Нижняя квартиль Q1 — это  ме-

диана первой половины: 25 26
1

24 24
24.

2 2
x x

Q
+ +

= = =
 
 

Верхняя квартиль Q3 — это медиана второй по-

ловины: 75 76
3

41 42
41,5.

2 2
x x

Q
+ +

= = =

Теперь мы можем количественно описать 
асимметрию набора с помощью квартильного ко-

эффициента 3 1 2

3 1

2 41,5 24 66
0,03.

41,5 24
Q Q Q

k
Q Q
+ − + −

= = ≈ −
− −

 

Малое отрицательное значение квартильного 
коэффициента как раз означает небольшой скос 
распределения в сторону меньших значений.

Тот факт, что распределение практически 
симметрично, означает, в частности, что сред-
нее значение должно мало отличаться от медиа-
ны. Поэтому в качестве меры положения набора 
можно взять число 33. Этот вывод согласуется и 
с отмеченным наличием единственного модаль-
ного класса 30 ≤ x ≤ 39: если в качестве меры по-
ложения взять середину этого класса, мы полу-
чим число 34,5, которое весьма близко к меди-
ане. Отметим, что среднее значение набора рав-
но 32,67, то есть, как и следовало ожидать, мало 
отличается от медианы, причем в меньшую сто-
рону (это является следствием отрицательной 
асимметрии).

Точное вычисление среднего значения в рассма-
триваемом примере довольно утомительное заня-
тие даже с использованием компьютера (ввод 100 
чисел требует не только времени, но и внимания). 
Однако очень легко получить оценку среднего. 

Все числа, закодированные листьями узла 0, 
больше или равны 0; все числа, закодированные 
листьями узла 1, больше или равны 10; все чис-
ла, закодированные листьями узла 2, больше 
или равны 20, и т.д. Поэтому сумма всех чисел 
набора больше или равна 0æ4 + 10æ12 + 20æ24 +
+ 30æ28 + 40æ22 + 50æ10 = 2820, так что сред-
нее значение набора больше или равно 28,2. Что-
бы найти границу с другой стороны, нужно ле-
вые границы для всех чисел увеличить на 9. В 
результате левая граница для среднего также 
увеличится на 9 и составит 37,2. Имея в виду, 
что внутри каждого узла листья распределе-
ны более-менее равномерно (исключая крайние 
узлы 0 и 5), в качестве приближенного значе-
ния среднего значения анализируемого набора 
можно взять среднее арифметическое этих гра-

ниц 
28,2 37,2

32,7
2
+

=  (это число можно получить 

и проще, прибавляя к левой границе число 4,5). 
Найденное приближение для среднего значения 
набора практически не отличается от его точного 
значения, равного 32,67. 

Проведенное исследование можно немного 
уточнить, если каждый узел s разбить на два: s(0) 
и s(5); в первый собрать листья 0–4, а во второй — 
листья 5–9. В результате мы получим следующую 
модифицированную древовидную диаграмму:

0(0)  (0)

0(5) 7889 (4)

1(0) 0024 (4)

1(5) 55678899 (8)

2(0) 0011223344 (10)

2(5) 55666777888999 (14)

3(0) 000112222333444 (15)

3(5) 5556667788999 (13)

4(0) 000011122234 (12)

4(5) 5556677889 (10)

5(0) 01223344 (8)

5(5) 55 (2)

Ключ: 5|0 = 50 мин.

Как и раньше, хорошо видно, что набор при-
ближенно является симметричным и имеет один 
модальный класс, который характеризуется не-
равенством 30 ≤ x ≤ 34. Середина этого класса, 
число 32, может рассматриваться как хорошая 
приближенная мера положения набора.

Литература
1. Tukey J.W. Exploratory Data Analysis. Read-

ing MA: Addison-Wesley Publishing Co., 1977.
2. Specifi cation. Edexcel GCSE in Statistics 

(2ST01). Edexcel Limited, 2008.
3. GCSE Specifi cation. Statistics (for certifi ca-

tion 2011 onwards). AQA, 2008.
4. Dobbs S., Miller J. Statistics 1. Cambridge 

University Press, 2009.
5. GCSE Statistics. Complete Revision and Prac-

tice. Coordination Group Publication, 2010.
6. Sample Assessment Materials. Edexcel GCSE 

in Statistics (2ST01). February 2010.
7. Дорофеев Г.В., Суворова С.Б., Бунимович 

Е.А. и др. Математика: Алгебра. Функции. Ана-
лиз данных: Учебник для 9 класса общеобразо-
вательных учреждений / под. ред. Г.В. Дорофее-
ва. — М.: Просвещение, 2005.

8. Фалин Г.И., Фалин А.И. Квартили в описа-
тельной статистике // Математика, 2011, № 15. 



МАТЕМАТИКА   ноябрь    2011 

Е. ВЕКСЛЕР,
г. Санкт-Петербург ФОРМИРУЕМ 

КЛЮЧЕВЫЕ 
КОМПЕТЕНЦИИ

Изучая теоретические основы компетентностного подхода, я 
решила особое внимание в образовательной деятельности уделить 
формированию у школьников учебно-познавательной и информа-
ционной компетенций. 

Учебно-познавательная компетенция включает элементы логи-
ческой, общеучебной деятельности, соотнесенной с реальными по-
знаваемыми объектами. Сюда входят знания и умения организа-
ции планирования, анализа, самооценки учебно-познавательной 
деятельности. Ученик овладевает навыками продуктивной дея-
тельности: добыванием знаний непосредственно из реальности, 
владением приемами действий в нестандартных ситуациях. 

Информационная компетенция предполагает умения самостоя-
тельно искать, анализировать и отбирать необходимую информа-
цию, организовывать, преобразовывать, сохранять и передавать 
ее. Эта компетенция обеспечивает навыки деятельности ученика с 
информацией, содержащейся в предмете математики и других об-
разовательных областях, и соотнесения этой информации с окру-
жающим миром. Поэтому часто вовлекаю ребят в процесс поиска 
дополнительного материала о великих математиках, истории от-
крытия теорем и формул, происхождении математических терми-
нов в различных источниках информации. Учащиеся получают за 
это дополнительную оценку, что является стимулом для самосто-
ятельной познавательной деятельности. Развивается интерес к 
предмету, предоставляется возможность самореализации, выра-
жающейся в том, что ученики знакомят одноклассников с матери-
алом, которого те не найдут в учебнике. 

На уроках также уделяю внимание формированию коммуникатив-
ной компетенции — умение представить классу итог проделанной ра-
боты, ответить на вопросы своих товарищей, работать в группе. 

Использую дидактические игры, занимательные задания, что 
особенно актуально при работе с учащимися 5–6-х классов. Имен-
но эти технологии позволяют активно вовлекать учеников в про-
цесс обучения. 

Во многом на уроках мне помогают компьютерные технологии, 
применение которых расширяет возможности в выборе материа-
лов и форм учебной работы, делает уроки яркими и увлекательны-
ми, информационно и эмоционально насыщенными. В частности, 

Вопрос о ключевых компетенциях стал предметом обсуждения во 
всем мире. Особенно актуально эта проблема звучит сейчас 
в связи с модернизацией российского образования. 

Предлагаю вниманию один из уроков, ориентированный на фор-
мирование и оценивание ключевых компетенций, в рамках 
темы «Натуральные числа. Обобщение. Применение знаний 
на практике». 

Н
А

 У
Р

О
К

Е
 /

 О
Т

К
Р

Ы
Т

Ы
Й

 У
Р

О
К

Т
Е

М
А

 Н
О

М
Е

Р
А

: 
М

А
Т

Е
М

А
Т

И
К

А
 И

 Ж
И

З
Н

Ь

К материалу есть приложение на CD-диске.

5 класс



1313  МАТЕМАТИКА    ноябрь    2011  

применение интерактивной доски расширяет 
возможности учителя в создании заниматель-
ных заданий. 

Диагностирую формируемые мною компетен-
ции школьников с помощью проверочных, кон-
трольных работ и тестов, подбирая соответству-
ющие задания. 

Каждый раз, разрабатывая очередной урок, я 
ставлю перед собой задачу организовать работу 
так, чтобы она мотивировала учащихся на само-
стоятельное приобретение новых знаний. Каж-
дый раз задаю себе вопросы: то, что делают мои 
ученики, значимо ли для них, востребовано ли в 
современном обществе? Где и в чем выражается 
применение их сегодняшнего опыта? Смогут ли 
они применить полученные знания в реальных 
жизненных условиях?

Ход урока
Организационный момент

Учитель организует группы по 5–6 человек.
Учащиеся рассаживаются за столы группами. 

Готовят письменные принадлежности.

Введение
Учитель. Сегодня мы повторим и обобщим 

тему «Натуральные числа» и посмотрим, в ка-
кой жизненной ситуации мы можем столкнуться 
с этими числами. Работать вы будете в группах, 
помогая друг другу на уроке. Скажите пожалуй-
ста, какой праздник мы будем скоро отмечать?

[Новый год.]
Новый год — это всегда веселый празд-

ник в кругу близких. А вы хотите удивить сво-
их близких замечательным тортом, приготов-
ленным своими руками? Тогда ставим перед со-
бой задачу испечь торт. Возьмите, пожалуй-
ста, инструкционную карту (см. приложение на 
CD-диске), запишите в ней номер группы и фа-
милию. Вся дальнейшая работа будет прово-
диться с помощью этой карты. Там вы будете за-
писывать все результаты работы.

Решение задач

Задание 1
Учитель. Вы решили приготовить торт. Что 

нужно сделать для этого? Обсудите в группе и за-
пишите этапы решения задачи.

Ученики обсуждают и записывают в таблицу:
1. Найти подходящий рецепт.
2. Определить продукты и их количество.
3. Определить технологию приготовления торта.

4. Сходить в магазин и купить эти продукты.
5. Приготовить торт.
Учитель наблюдает за работой учеников в 

группах, выставляет баллы в оценочный лист. 
Затем следует обсудить этапы решения. Один 
учащийся от группы выступает, остальные до-
полняют.

Задание 2
Учитель. Расшифруйте название торта, ре-

шив примеры.
1-я группа: 212 – 17;  (82 – 12) : 4.
2-я группа: 152 + 15;  (62 – 6) : 3.
3-я группа: 162;  45 + 23;  2æ32.
4-я группа: 122;  5æ23; (2 + 3)2.
5-я группа: (13 + 29) : 2;  34 + 132.

Учащиеся каждой группы решают самостоятель-
но примеры, затем обсуждают в группе. Если допу-
щена ошибка, помогают друг другу исправить ее.

По окончании работы с помощью интерактив-
ной доски уместно расшифровать название тор-
та. Учащиеся от каждой группы открывают бук-
вы, перетаскивая в сторону найденные числа. 
Отгаданное слово — виноградинка.

424

1 13
53 10

1836

51 203

67
60

15

25144 30

24
40

240 85

256
2

25

Задание 3
Учитель. Итак, рецепт найден. Прочитайте 

его и составьте список необходимых продуктов.

Рецепт торта «Виноградинка» 

(на 8 порций)
Развести 30 г желатина в 150 мл горячей воды 

(не забыть свериться с инструкцией). Оставить 
остывать. Развести согласно инструкции 90 г 
желе в 300 мл горячей воды. Тоже остудить. 

В миску или кастрюлю выливаем сметану 
(лучше 20-процентную), насыпаем сахарный пе-
сок, его нужно в 3 раза меньше, чем сметаны. 
Добавляем щепотку ванилина, хорошо взбива-
ем. Получится 1 кг сладкой сметанной массы.
В массу добавляем остывший желатин и взбива-
ем еще раз. Добавляем мелко поломанный кре-
кер (300 г) и предварительно распаренный изюм 
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(100 г). Тщательно перемешиваем. Делим полу-
ченную массу на 3 равные части. 

Плитку шоколада (200 г) (лучше предвари-
тельно охладить в морозилке) мелко ломаем. 

Достаем разъемную форму. Выкладываем в 
нее одну часть нашего крема. Аккуратно посы-
паем его шоколадом. На шоколад выкладываем 
еще одну часть крема и опять посыпаем шоко-
ладом. Потом выкладываем оставшуюся массу. 
Форму ставим в холодильник на 30 мин. 

Пока застывает крем, достаем виноград 
(500 г), режем его на половинки. 

Достав торт из холодильника, красиво выкла-
дываем на него половинки винограда. Виноград 
аккуратно заливаем желе. Ставим в холодиль-
ник до полного застывания (для этого необходи-
мо не менее 3 часов).

По истечении этого времени достаем торт, 
снимаем бортики формы, с помощью лопаточ-
ки переносим на блюдо, и можно угощать го-
стей!

Приятного аппетита!

Учащиеся читают рецепт, заполняют табли-
цу в инструкционной карте, выбирая необходи-
мые продукты и их количество. Решают задачу 
поиска недостающих данных (массы сметаны и 
песка), рассчитывают количество продуктов на 
4 порции. Затем обсуждают, сверяя результа-
ты. Помогают друг другу исправить допущен-
ные ошибки.

В результате решения задачи учащиеся полу-
чают следующие данные:

Продукты
По рецепту, 
в граммах

На 4 порции, 
в граммах

Желатин 30 15
Желе 90 45
Сметана 750 375
Сахарный 
песок

250 125

Крекер 300 150
Изюм 100 50
Шоколад 200 100
Виноград 500 250

При обсуждении учащиеся рассказывают спо-
собы нахождения недостающих данных.

Задание 4
Учитель. Мы готовы идти в магазин, но хо-

телось бы как можно дешевле купить продукты. 
Я предлагаю ознакомиться со стоимостью нуж-
ных нам продуктов в двух магазинах, «Одуван-
чик» и «Поваренок».

Стоимость продуктов (в рублях)

Продукты
Магазин 

«Одуванчик»
Магазин 

«Поваренок»
Желатин (10 г) 9 10
Желе (90 г) 8 14
Сметана 
(500 г)

45 45

Сахарный 
песок (1 кг)

38 40

Ванилин (10 г) 23 24
Крекер (300 г) 14 16
Изюм (100 г) 20 22
Шоколад (50 г) 24 26
Виноград 
(500 г)

40 45

В магазине «Поваренок» действует акция: с каж-
дых 100 р. покупки возвращается 20 р.!

Задание 5
Учитель. Прочитайте еще раз рецепт и со-

ставьте алгоритм приготовления торта.
(Учащиеся предлагают свои технологические 

этапы приготовления торта.)
Учитель. В результате мы выяснили, что для 

приготовления торта нужно последовательно 
выполнить действия:

1. Залить изюм кипятком.
2. Приготовить желатин.
3. Приготовить желе.
4. Взбить сметану с сахаром и ванилином.
5. Добавить в приготовленный крем желатин, 

поломанный крекер и предварительно распарен-
ный изюм.

6. Поломать шоколад.
7. В форму выложить последовательно части 

крема, перемежая их шоколадом, поставить в 
холодильник.

8. Нарезать виноград, уложить его на торт, за-
лить желе.

9. Поставить в холодильник на 3 часа.

Подведение итогов работы
Учитель. Итак, сегодня мы проводили подго-

товительную работу для приготовления новогод-
него торта. Для этого нам пришлось выполнять 
различные действия с натуральными числами. 
Как видите, умение работать с ними очень даже 
пригодится вам в жизни. И в завершение нашей 
работы заполните, пожалуйста, лист самоанали-
за, оценивая свои возможности и умения.

Задание на дом

Зайдите в ближайший магазин, определите сто-
имость необходимых для торта продуктов; рассчи-
тайте стоимость покупки. С помощью родителей 
приготовьте торт на 4 порции и пригласите друзей, 
попросив их оценить вашу работу.
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В процессе работы над каждым заданием не-
обходимо выставить оценку каждому ученику по 
каждой компетенции.

Задание 1
1. Учебно-познавательная (интеллектуальная) 

компетенция:
— не ориентируется в поставленной задаче (не 

способен ориентироваться в жизненной ситуа-
ции) — 0 баллов;

— ориентируется в поставленной задаче, но 
допущена ошибка —1 балл;

— верно составлены все этапы решения зада-
чи — 2 балла.

2. Коммуникативная компетенция:
— не участвовал в обсуждении — 0 баллов;
— участвовал в обсуждении, получал в диало-

ге нужную информацию —1 балл;
— участвовал в диалоге, представлял и отста-

ивал свою точку зрения в группе на основе ува-
жительного отношения к товарищам — 2 балла.

Дополнительный 1 балл — представлял свою 
точку зрения в классе. Владеет монологической 
речью.

Задание 2
Предметная компетенция:
— выполнил задание с ошибкой — 0–1 баллов;
— выполнил без ошибки — 2 балла.

Задание 3
1. Информационная компетентность:
— не владеет навыком работы с источником 

информации; не смог структурировать инфор-
мацию; не смог воспользоваться помощью това-
рищей в группе — 0 баллов;

— владеет навыками работы с информаци-
ей; умеет выбирать необходимую информацию; 
умеет структурировать её в виде таблицы; осо-
знает недостаточность информации; допустил 
ошибки, но исправил их, воспользовавшись по-
мощью товарищей — 1 балл;

— правильно выбрал необходимую информа-
цию; структурировал её в виде таблицы; осозна-
ет недостаточность информации и знает пути ее 
получения — 2 балла.

2. Предметная компетенция:
— допустил вычислительные ошибки и не 

смог воспользоваться помощью товарищей — 
0 баллов;

— умеет применять математические знания 
для поиска недостающей информации; допустил 
некоторые ошибки, но исправил их в процессе 
обсуждения — 1–4 балла; 

— выполнил без ошибок — 5 баллов.

3. Коммуникативная компетенция:
— не участвовал в обсуждении — 0 баллов;
— участвовал в обсуждении, получал в диало-

ге нужную информацию —1 балл;
— участвовал в диалоге, представлял и от-

стаивал свою точку зрения в группе на осно-
ве уважительного отношения к товарищам — 
2 балла.

Задание 4
1. Учебно-познавательная (интеллектуальная) 

компетенция: 
— не ориентируется в поставленной задаче (не 

способен ориентироваться в жизненной ситуа-
ции) — 0 баллов;

— ориентируется в поставленной задаче, но 
допущена ошибка —1 балл;

— верно составлены все этапы решения зада-
чи — 2 балла.

2. Информационная компетенция:
— не владеет навыком анализа данных, не 

смог воспользоваться помощью товарищей в 
группе — 0 баллов;

— умеет выбирать и анализировать данные; 
допустил ошибки, но исправил их, воспользо-
вавшись помощью товарищей — 1 балл;

— правильно проанализировал данные — 
2 балла.

3. Предметная компетенция:
— допустил вычислительные ошибки и не 

смог воспользоваться помощью товарищей — 
0 баллов;

— умеет применять математические знания 
для решения задачи: допустил некоторые ошиб-
ки, но исправил их в процессе обсуждения — 
1 балл; 

— выполнил без ошибок — 2 балла.
4.Коммуникативная компетенция:
— не участвовал в обсуждении — 0 баллов;
— участвовал в обсуждении, получал в диало-

ге нужную информацию —1 балл;
— участвовал в диалоге, представлял и отста-

ивал свою точку зрения в группе на основе ува-
жительного отношения к товарищам — 2 балла.

Задание 5
1. Учебно-познавательная (интеллектуальная) 

компетенция:
— не ориентируется в поставленной задаче (не 

способен ориентироваться в жизненной ситуа-
ции) — 0 баллов;

— ориентируется в поставленной задаче, но 
допущена ошибка —1 балл;

— верно составлены все этапы решения зада-
чи — 2 балла.

Критерии оценивания
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2. Информационная компетенция:
— не владеет навыком анализа данных, не 

смог воспользоваться помощью товарищей в 
группе — 0 баллов;

— умеет выбирать и анализировать данные; 
допустил ошибки, но исправил их, воспользо-
вавшись помощью товарищей — 1 балл;

— правильно проанализировал данные — 
2 балла.

3. Коммуникативная компетенция:
— не участвовал в обсуждении — 0 баллов;
— участвовал в обсуждении, получал в диало-

ге нужную информацию —1 балл;
— участвовал в диалоге, представлял и от-

стаивал свою точку зрения в группе на осно-
ве уважительного отношения к товарищам — 
2 балла.

Лист самоанализа

Ответьте на вопросы, поставив галочку в нужном столбике. Отвечайте честно и откровенно. Помни-
те — трудности могут быть у каждого. Определив трудности, легче их преодолеть.

Вопросы Да Нет Сомневаюсь
1. Я могу самостоятельно ориентироваться в жизненной ситуации, 
рассмотренной на уроке
2. Я могу самостоятельно выбрать необходимую информацию из 
предоставленного источника
3. Полученную информацию я могу структурировать в таблицу
4. Я владею необходимыми математическими навыками для реше-
ния поставленной задачи
5. Я могу признать свою ошибку и принять помощь, если у меня что-
то не получается
6. Я готов оказать помощь затрудняющемуся
7. Я могу высказываться так, чтобы окружающие меня поняли
8. Я умею работать в группе на основе уважительного отношения к 
товарищам
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Ф О ТО  Н А  КО Н К У Р С

Задачу на части доктор Айболит 
решает практически

Автор: Е.В.  Иванова, 
Шекснинский район, 

Вологодская обл.
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6 ЗАДАЧ ЕГЭ: 
БЕЗ КОММЕНТАРИЕВ

В1  Сырок стоит 6 рублей 70 копеек. Какое наибольшее число 
сырков можно купить на 50 рублей?

Эту задачу (и ей аналогичные) не решило 40 817 выпускников.

В1  Летом килограмм клубники стоил 80 рублей. Маша купи-
ла 1 кг 750 г клубники. Сколько рублей сдачи она должна полу-
чить с 200 рублей?

Эту задачу (и ей аналогичные) не решило 104 580 выпускников.

В1  Шоколадка стоит 31 рубль. В воскресенье в супермаркете 
действует специальное предложение: заплатив за две шоколад-
ки, покупатель получает три (одну в подарок). Сколько шокола-
док можно получить на 170 рублей в воскресенье?

Эту задачу (и ей аналогичные) не решило 138 485 выпускников.

В5  В таблице указаны средние цены (в рублях) на некоторые 
основные продукты питания в трех городах России (по данным на 
начало 2010 года).

Наименование продукта Кострома Краснодар Петрозаводск

Пшеничный хлеб (батон) 11 14 13
Молоко (1 литр) 26 23 26
Картофель (1 кг) 17 12 14
Сыр (1 кг) 240 265 230
Мясо (говядина, 1 кг) 285 280 280
Подсолнечное масло (1 литр) 52 44 38

Определите, в каком из этих городов окажется самым дешевым 
следующий набор продуктов: 3 л молока, 1 кг говядины, 1 л под-
солнечного масла. В ответ запишите стоимость данного набора 
продуктов в этом городе (в рублях).

Эту задачу (и ей аналогичные) не решило 95 976 выпускников.

В5  Семья из трех человек планирует поехать из Санкт-
Петербурга в Вологду. Можно ехать поездом, а можно — на сво-
ей машине. Билет на поезд на одного человека стоит 770 рублей. 
Автомобиль расходует 8 литров бензина на 100 километров пути, 
расстояние по шоссе равно 700 километров, а цена бензина равна 
17,5 рубля за литр. Сколько рублей придется заплатить за наибо-
лее дешевую поездку на троих?

Эту задачу (и ей аналогичные) не решило 208 720 выпускников.

В9  В цилиндрическом сосуде уровень жидкости достигает 
48 см. На какой высоте будет находиться уровень жидкости, если 
ее перелить во второй цилиндрический сосуд, диаметр которого  в 
2 раза больше диаметра первого? Ответ выразите в см.

Эту задачу (и ей аналогичные) не решило 512 608 выпускников.
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По материалам ФГР КИМ 

ЕГЭ по математике

В этом году ЕГЭ сдавало 
735 450 человек



Т. ЛАВРЕНТИЕВА,
г. Тихвин, Ленинградская обл. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ 

НА ПРОЦЕНТЫ
Виленкин Н.Я. и др. Математика. 5 класс. — М.: Мнемозина, 2008.
Одной из наиболее сложных тем, изучаемых в курсе математики в 

школе, является тема «Проценты». Я стараюсь с самого на-
чала ее изучения, то есть с 5-го класса, уделять ей достаточ-
но внимания, чтобы ученики имели навык решения самых 
разнообразных задач на применение процентов, так как 
подобные задачи есть в каждом варианте ГИА в 9-м классе 
и в каждом варианте ЕГЭ в 11-м классе. Кроме того, стара-
юсь показать практическую направленность таких задач, 
задач, с которыми ученики встретятся в жизни. Предлагаю 
коллегам один из моих уроков по данной теме.

Ход урока

Цели урока: 
— проверить, как усвоено понятие процента, умение перево-

дить число в проценты и наоборот, решать простейшие задачи на 
проценты; 

— продолжать учить решать более сложные задачи с примене-
нием процентов; 

— продолжать учить работать с текстом; 
— показать практическую направленность задач на проценты.

Математическая разминка
Математическая разминка проводится в виде игры, в которой 

класс делится на две команды. Побеждает та, которая быстрее и 
правильно ответит на вопрос, даст разные способы решения (если 
они есть), правильно обоснует свой ответ.

Цели разминки: повторить понятие процента, перевод числа 
в проценты и наоборот, решение простейших задач на проценты 
различных видов с практической направленностью.

1. Представьте:
а) в виде процентов число 2,1;
б) в виде десятичной дроби 0,7%.

2. Верно ли, что 25% — это половина?
3. Найдите число, если 10% его равны 3.
4. В классе 30 учеников, из них 20% посещают спортивные сек-

ции. Сколько ребят посещают секции?
5. Из 60 семян гороха взошли 30. Определите процент всхоже-

сти семян.
6. Возможно ли такое распределение дневной нормы пита-

ния человека: утренний завтрак — 25%, второй завтрак — 15%, 
обед — 45%, ужин — 15%?

Именно такую норму питания рекомендуют врачи.

Тема урока:
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К материалу есть приложение на CD-диске.
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Тест
Цели: проверить, как ученики усвоили поня-

тие процента, перевод числа в проценты и наобо-
рот, как научились решать простейшие задачи с 
процентами.

Ответив правильно на вопросы теста, ученики 
должны угадать название птицы — фламинго. 

Подводятся итоги выполнения теста, выстав-
ляются оценки, разбираются ошибки. Далее де-
монстрируется небольшой видеофрагмент о жиз-
ни фламинго и звучит рассказ учителя: «Фламин-
го строят свои гнезда из ила. Гнездо имеет форму 
усеченного конуса (Показывается конус и усечен-
ный конус, обсуждается, какие предметы в жиз-
ни имеют такую форму.), в верхнем основании 
которого делается углубление. Туда фламинго от-
кладывают яйца. По высоте гнезда можно узнать, 
каким будет лето: сухим или влажным. Если лето 
будет сухим, гнезда фламинго строят низкими, 
если дождливое — высокими: вода в дождливое 
лето поднимается и может затопить гнездо».

Задание на дом 
№ 1542, 568(1), 1600.
Просмотрите условия задач в домашнем зада-

нии. Поднимите руки те, кто затрудняется в его 
выполнении.

Решение задач 
с применением процентов

1. Некоторый товар поступил в продажу по 
цене 60 р. В соответствии с принятыми в мага-
зине правилами цена непроданного товара сни-
жается на 10% за каждую неделю. Сколько будет 
стоить товар на двенадцатый день, если не будет 
куплен?

2. Ручка стоила 12 р. Во время распродажи 
цена была снижена на 25%. Сколько ручек мож-
но купить по сниженной цене на 100 р.?

3. Средний вес девочек того же возраста, что и 
Маша, равен 36 кг. Вес Маши составляет 110% 
среднего веса. Сколько весит Маша?

Вариант 1
1. Представьте в виде десятичной дроби 2,5%.

А. 2,5.    Ф. 0,025.    К. 0,25.    Л. 25.
2. Представьте дробь 0,06 в виде процентов.

Л. 6%.    О. 60%.    Д. 0,6%.    Е. 600%.

3. Верно ли, что 
1
2

 — это 50%?

Н. Нет.    О. Нельзя определить.    А. Да.
4. Может ли выполняться следующее усло-

вие:
В первый день Коля прочитал 36% книги, во 

второй день — 49%, а в третий день — осталь-
ные 25%?

М. Нет.    Р. Да.    С. Нельзя определить.
5. Найдите число, если 15% его равны 30.

Е. 20.    А. 2000.    И. 200.    О. 2.
6. В 100 г раствора содержится 20 г соли. Най-

дите процентное содержание соли в растворе.
А. 2%.    Г. 200%.    Н. 20%.    П. 0,2%.

7. В твороге содержится 5% жира. Сколько 
грамм жира в 200 г творога?

Д. 1 г.    К. 100 г.    Г. 10 г.    Ж. 1000 г.

8. Верно ли, что 5% числа — это 1
20

 часть числа?

А. Нет.    О. Да.    Я. Нельзя ответить.

Вариант 2
1. Представьте в виде десятичной дроби 1,2%.

Ф. 0,012.    О. 0,12.    М. 1,2.    Е. 0,0012.
2. Представьте дробь 0,8 в виде процентов.

А. 8%.    С. 0,8%.    Л. 80%.    Е. 800%.

3. Верно ли, что 
1
4

 дороги — это 10% дороги?

А. Нет.    О. Да.    Е. Нельзя ответить.
4. Может ли выполняться следующее условие:
В музыкальную школу ходят 13% учащихся 

класса, спортивные секции посещают 43% клас-
са, остальные 44% ничем не увлекаются.

И. Нет.    М. Да.    Б. Нельзя определить.
5. Банк выплачивает 2% годовых. Сколько прибы-

ли получит вкладчик, если положит в банк 500 р.?
А. 100 р.    И. 10 р.    О. 1000 р.    Е. 1 р.

6. Сколько процентов составляет 2 р. от 10 р.?
А. 2%.    С. 200%.    Н. 20%.    Р. 0,02%.

7. Женя прочитал 16 страниц, что составляет 
8% всей книги. Сколько страниц в книге?

Г. 200.    М. 20.    К. 2000.    Л. 2.

8. Верно ли, что 20% дороги — это 1
10

 часть до-

роги?
О. Нет.    Е. Да.    Ю. Нельзя определить.
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Т. КОЧЕРГИНА,
дер. Добрунь, Брянская обл. РЕМОНТ ДЕЛАЕМ 

САМИ

Ход урока
Учитель. Сегодня на уроке мы будем заниматься проектной 

деятельностью. Опыт такой работы у нас уже есть. А тему про-
ектной работы попробуйте отгадать.

Загадка. Этим делом в своих квартирах горожане занимаются 
в период отпусков, в преддверии больших праздников, во время 
зимних каникул, а сельские жители — в свободное от сезонных 
работ время. Что это за дело?

[Ремонт.]

Вопросы
1.  Назовите одним словом, что обычно ремонтируют в своих 

квартирах жители.
[Поверхности.]

 2. Установите соответствия между словами: ПОЛ, СТЕНА, 
ПОТОЛОК, ПОБЕЛКА, ОБЛИЦОВКА, ОКЛЕИВАНИЕ.

3. Какая детская игра (пазл, мозаика, лото) напоминает обли-
цовку поверхности?

[Мозаика.]
4. С чего следует начинать облицовку поверхности стен, пола?

[С расчетов.]

Попытайтесь сформулировать тему исследования.

Тема: «Математика в профессии плиточника-
облицовщика»

В ходе урока мы:
— докажем, что без математических расчетов плиточнику не 

обойтись;
— познакомимся с историей и полем деятельности этой про-

фессии;
— узнаем, какими качествами должен обладать специалист-

плиточник.

6 класс

На представленном уроке была смоделирована жизненная ситуа-
ция — облицовка плиткой поверхности пола. Также была 
проведена профориентационная работа по специальности 
облицовщик-плиточник. Было показано, что математические 
расчеты — часть работы освоившего эту профессию. Мы 
планируем и в дальнейшем заниматься вопросами ремонта. 
Например, узнаем:

— сколько надо купить линолеума или краски для покрытия поверх-
ности пола в комнате;

— какое количество обоев нужно приобрести для оклеивания стен 
в комнате.
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Задача (основная). Сколько квадратных пли-
ток со стороной 20 см понадобится для настилки 
пола в комнате, длина которой 5,6 м, а ширина 
4,4 м? Решите задачу двумя способами.

Способ I (арифметический). 
1) 5,6æ4,4 = 24,64 м2 = 246 400 см2 — площадь 

пола;
2) 20æ20 = 400 см2 — площадь одной плитки;
3) 246 400 : 400 = 616 — количество плиток 

для заполнения площади пола без зазоров.
Способ II (алгебраический). 
Обозначим буквой x количество плиток, необ-

ходимых для заполнения площади пола без зазо-
ров плитки. Тогда

0,2æ0,2æx = 5,6æ4,4,
x = 56æ44 : 4, x = 616.

Ответ: 616.

Дополнительные вопросы и задания
1. В упаковке бывает 12, 15, 18, 25 плиток. От 

чего зависит количество плиток в упаковке:
[От размеров плитки. Чем меньше 

ее размер, тем больше плиток в упа-
ковке.]

2. Рассчитайте количество упаковок, если в 
упаковке 12 плиток. Не забываем, что нам нуж-
но 616 штук.

[616 делим на 12, получаем в част-
ном 51, а в остатке 4.] 

Что означает частное и остаток?
[Нужна 51 упаковка, но не хвата-

ет 4 плиток.]
Что делать?

[Купить еще одну упаковку, тогда 
8 оставшихся плиток — запас. Ку-
пить плитку другой формы или дру-
гих размеров.]

3. Где можно купить плитку?
[В специализированном магазине, 

на рынке, на оптовом складе.]

4. Сколько будет стоить выполненная работа? 
Чтобы ответить на этот вопрос, используйте та-
блицу расценок агрофирмы «Культура», помни-
те, что площадь отделки 24,64 м2.

Вид 
работы

Стоимость 
работы в рублях 

за 1 м2

С учетом 
коэффициента

k = 2

Отделка 
плиткой

250 500

Оклеивание 6 12

Покраска 11,90 23,80

24,64æ250 = 6160,00 р. = 6160 р.
5. Рассчитайте, сколько квадратных плиток 

со стороной 20 см можно уложить без зазоров на 
площади 1 м2?

[1 м2 = 10 000 см2; 
10 000 : 400 = 25 плиток.]

6. Вырежьте из цветной бумаги два квадрата 
со стороной 20 см. Наклейте их на демонстраци-
онную модель.

Итоги
Чтобы облицевать поверхность плиткой, нужно:
1) составить эскиз, учитывая дизайн комнаты;
2) рассчитать количество материала и объем 

работы;
3) закупить плитку по выгодной цене;
4) обсудить со специалистом стоимость рабо-

ты, учитывая семейный бюджет.

Облицовщик-плиточник — востребованная 
профессия. (Сообщения учащихся с использова-
нием материалов из Интернета.)

Задание на дом

Задача. Сколько прямоугольных плиток раз-
мером 20 × 30 см потребуется для облицовки сте-
ны возле раковины на кухне вашей квартиры? 
Выполните эскиз и все необходимые расчеты.
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Ш. МУЗЕНИТОВ,
г. Ставрополь

ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ 
ЗАВИСИМОСТИ 
С ЭКОНОМИЧЕСКИМ 
СОДЕРЖАНИЕМ

Простейшим примером применения в экономике линейной зави-
симости является выражение себестоимости продукции любого вида. 
В общую себестоимость входят расходы, зависящие от объема выпу-
щенной продукции, и расходы, которые не зависят от этого. Назо-
вем их условно расходами первой и второй группы. К расходам пер-
вой группы относятся стоимость сырья и заработная плата рабочих. 
К расходам второй группы относятся заработная плата служащих, 
стоимость отопления здания, освещения и т.д., то есть расходы, ко-
торые не зависят от объема выпущенной продукции. Если расходы 
первой группы обозначить через k, a второй группы — через b, то се-
бестоимость С при выпуске x единиц продукции составит:

С = kx + b.
При этом задача теряет смысл при x < 0, при x = 0 — произ-

водство остановлено, при x > 0 постоянно увеличиваются расхо-
ды первой группы, которые могут повлечь увеличение расходов 
и второй группы за счет расширения производства, ввода новых 
производственных объектов.

В экономических расчетах используют уравнение прямой, про-
ходящей через две данные точки: 

1 1

2 1 2 1

,
y y x x
y y x x

− −
=

− −
 

где (x1; y1) — координаты первой точки; (x2; y2) — координаты 
второй точки, х1 ≠ х2 , у1 ≠ у2.

Рассмотрим пример расчета стоимости перевозок по железной 
дороге.

Пример 1.  Перевозка лесоматериала по железной дороге от 
станции Ставрополь до станции Григорополисская (расстояние 
150 км) стоит 44 рубля, а до станции Прохладный (расстояние 
505 км) — 105 рублей. Определить стоимость перевозки такого же 
объема материала до станций Кисловодск (472 км) и Пятигорск (434 км). 

Решение. Стоимость перевозки продукции до станции Прохладный 
больше, чем до станции Григорополисская на (105 – 44) р., а расстоя-
ние больше на (505 – 150) км. Пусть перевозка такого же груза на x км 
стоит y р. Это дороже, чем до станции Григорополисская, на (y – 44) р. 

Для повышения интереса учащихся к изучению математики мы ре-
шаем на уроках задачи с экономико-производственным со-
держанием, отражающие рыночные отношения. В этих за-
дачах часто встречаются зависимости, которые выражаются 
линейной или квадратичной функциями.

В экономике линейная функция может выражать зависимость между 
ценой товара и спросом, между нормой прибыли и приба-
вочной стоимостью, между производством продукции и рас-
ходом материала и т. д.
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и дальше на (x –150) км. Полагая, что разность сто-
имостей перевозок пропорциональна разности рас-
стояний, получим пропорцию: 

44 150
.

105 44 505 150
y x− −

=
− −

Отсюда
61 6470

.
355 355

y x= +

Вычислим с точностью до трех значащих цифр 
коэффициент при x и свободный член.

Тогда у = 0,172х + 18,2.
С помощью найденной функции определим сто-

имость перевозки до любой станции. Стоимость пе-
ревозки до станции Пятигорск: 

y = 0,172æ434 + 18,2 = 92,55 р.
Стоимость перевозки до станции Кисловодск:

y = 0,172æ472 + 18,2 = 99,38 р.

Пример 2.  Себестоимость перевозки гру-
за по шоссейной дороге выражается функцией 
С = 0,25х – 1,6, а по железной дороге — функцией 
С = 0,2х + 3,6, где 10 ≤  х ≤ 1000 — расстояние в кило-
метрах, а С — транспортные расходы. Определить, 
какой вид транспорта выгоднее для перевозки одно-
го и того же груза и начиная с какого расстояния?

Решение. При x = 100 км для автотранспорта сто-
имость перевозки составляет 23,4 р., а для железно-
дорожного — 23,8 р. При x = 300 км стоимость пе-
ревозки автотранспортом составляет 73,4 р., а же-
лезнодорожным — 63,8 р. Следовательно, на малых 
расстояниях выгоднее перевозить груз по шоссейной 
дороге, а на больших — по железной дороге.

Выясним, начиная с какого расстояния выгод-
но пользоваться железнодорожным транспортом.

Очевидно, что на определенном расстоянии 
стоимость перевозки тем и другим видом транс-
порта обходится одинаково. Это расстояние мы 
найдем, решив уравнение 0,25x – 1,6 = 0,2x + 3,8, 
откуда х = 108.

Значит, начиная со 108 км перевозки железнодо-
рожным транспортом экономичнее (рентабельнее).

Учащимся объясняем, что эта задача сводится 
к нахождению абсциссы точки пересечения двух 
прямых.

Пример 3.  Расходы при перевозке груза дву-
мя видами железнодорожного транспорта вы-
числяются по формулам:

y1 = 100 + 40x,  y2 = 200 + 20x,
где х — расстояние перевозок в сотнях киломе-
тров, а у р. — транспортные расходы по перевозке 
груза первым и вторым видами транспорта. Най-
ти, на какие расстояния и каким видом транспор-
та перевозки груза будут более экономичными. 

Решение. В одной координатной плоскости по-
строим графики транспортных расходов (рис. 1).

Рис. 1

По этим графикам определяем, каким видом 
транспорта и на какие расстояния перевозки 
груза будут более экономичными.

Так, если груз нужно перевезти на расстояние 
менее чем пять сотен километров, его лучше пе-
ревозить первым видом транспорта, а если груз 
нужно перевезти на расстояние более пяти сотен 
километров, то его экономичнее перевозить вто-
рым видом транспорта.

Пример 4.  Стоимость производства некоторой 
продукции в количестве 1400 шт. бригадой из 5 че-
ловек составляет 680 р., а при выпуске 4500 шт . — 
1900 р. Определить стоимость продукции при вы-
пуске: а) 2700 шт.; б) 5480 шт.

Решение. Стоимость производства продукции 
возросла на (1900 – 680) р., а количество продук-
ции возросло на (4500 –1400) шт.

Если завод выпускает x единиц продукции, 
то при сравнении с выпуском в первом случае 
стоимость составит (C – 680) р., а количество 
(х – 1400) шт. В этом случае разница по стоимо-
сти пропорциональна разнице выпуска, то есть 

680 1400
,

1900 680 4500 1400
C x− −

=
− −

 

откуда С = 0,394х + 128,4.
Эта функция определяет стоимость продук-

ции, выпускаемой данным заводом.
Стоимость производства при выпуске продук-

ции в количестве 2700 шт. составит 
C(2700) = 0,394æ2700 + 129 = 1192,2 р.
Стоимость выпуска 5400 шт. составит 
C(5400) = 0,394æ5400 + 129 = 2256,0 р.
Стоимость единицы продукции С1 будет рав-

няться:

1

0,394 129 129
0,394 ,

C x
C

x x x
+

= = = +  

для случая «а» С1 = 0,44 р., а для случая «б» 
С1 = 0,42 р.

Следовательно, а случае «б» производство про-
дукции будет выгоднее, то есть увеличение выпуска 
продукции ведет к снижению ее себестоимости.

Если считать, что любой станок переносит 
свою стоимость на изготавливаемую с его по-
мощью продукцию равномерно, то и стоимость 
станка будет уменьшаться линейно. В этом слу-
чае на оси у откладываем отрезок, отвечающий 
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первоначальной стоимости станка b = 52 тыс. р., 
а на оси x — срок его службы a = 8 лет (рис. 2).

Рис. 2

Пример 5.  В 2009 г. один завод выпустил 
12 000 машин, а другой завод, где некоторые 
виды работ были автоматизированы, выпустил 
13 800 машин, хотя рабочих было на 350 чело-
век меньше, чем на первом заводе. Известно, что 
средняя годовая производительность труда одно-
го рабочего на втором заводе на 4 машины боль-
ше, чем на первом заводе. Определить: 

а) количество рабочих на первом и втором за-
водах; 

б) среднюю годовую производительность тру-
да одного рабочего на первом и втором заводах; 

в) среднемесячную зарплату рабочего на 
этих заводах; 

г) себестоимость одной машины на каждом за-
воде, если годовой фонд зарплаты рабочих на 
первом заводе составляет 81 млн р., а прочие 
расходы — 33 млн р., а на втором заводе соответ-
ственно 72 млн р. и 32 млн р., а расходы на ре-
конструкцию заводов составляют по 14 млн р.

Решение. Пусть x — количество рабочих на 
первом заводе, тогда x – 350 — количество ра-

бочих на втором заводе, 
12 000

x
 м. — средняя го-

довая производительность труда одного рабоче-

го на первом заводе, а 
13 800

350x −
 м. — средняя го-

довая производительность труда одного рабоче-
го на втором заводе.

Из условия следует, что
13 800 12 000

4.
350x x

− =
−

 

Упростив данное уравнение, получим ква-
дратное уравнение

x2 – 180x – 1 050 000 = 0, 
откуда x1 = 1500, x2 = –700. Второй корень не 
удовлетворяет условию задачи.

Найдем искомые величины.
а) Количество рабочих на первом заводе 1500, 

а на втором — 1150 человек.
б) Среднегодовая производительность труда 

одного рабочего на первом заводе составляет 8 ма-
шин, на втором — 12 машин.

в) Среднемесячный заработок рабочих на пер-
вом заводе 4500 р., на втором  — 5217,4 р.

г) Себестоимость машин на первом заводе 
10 667 р., на втором — 8550,7 р.

Пример 6.  Стоимость трактора равна А, а его 
капитального ремонта — r. Установлено, что трак-
тор может работать без ремонта n месяцев, а с ремон-
том m месяцев. При каких соотношениях между A, 
r, n, m затраты на ремонт являются рентабельными? 
При этом нужно учесть, что после ремонта мощность 
трактора равна мощности нового трактора.

Решение. A
n

 — средняя стоимость месячной 

эксплуатации нового трактора; A + r — суммар-

ная стоимость трактора и ремонта; A r
m
+   — сред-

няя стоимость месячной эксплуатации трактора 
после ремонта.

Капитальный ремонт трактора будет рента-
бельным, то есть окупит себя, только в том слу-
чае, если средняя месячная стоимость эксплу-
атации трактора после ремонта будет не боль-
ше, чем средняя стоимость эксплуатации до ре-
монта. Поэтому получим нестрогое неравенство

,
A r A

m n
+

≤  

откуда
( )

.
A m n

r
n

−
≤  

Пример 7.  Используя результат решения 
предыдущей задачи, выяснить, в каких случаях 
надо ремонтировать машины, а в каких нет:

а) А = 1750 р., r = 500 р., n = 8 мес., m = 12 мес.;
б) А = 1200 р., r = 460 р., n = 6 мес., m = 7 мес.;
в) А = 1500 р., r = 600 р., n = 8 мес., m = 13 мес.;
г) А = 2700 р., r = 1200 р., n = 9 мес., m = 15 мес.
Решение. Подставим числовые данные в каж-

дом случае в неравенство ( )A m n
r

n
−

≤  и опреде-

лим, когда капитальный ремонт машины будет 
рентабельным:

а) 1750(12 8)
500

8
−

<  — верное равенство. Капи-

тальный ремонт рентабелен;

б) 1200(7 6)
460

6
−

<  — неверное равенство. Капи-

тальный ремонт нерентабелен;

в) 1500(13 8)
600

8
−

<  — верное равенство. Капи-

тальный ремонт рентабелен;

г) 2700(15 9)
1200

9
−

<  — верное равенство. Капи-

тальный ремонт рентабелен.
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Н. ЩЕРБАКОВА, А. СЕНИЧ,
г. Москва

ЗАДАЧИ О НАШЕМ 
ЯСЕНЕВО

 На участке площадью 0,575 га в Ясенево построен Дворец 
спорта «Содружество», причем само здание занимает 2270 м2. 
Сколько процентов участка не занято под здание?

 Учащиеся Центра образования № 1694 «Ясенево» собирали 
макулатуру. При сдаче 40 кг макулатуры можно спасти 1 дерево. 
Сколько целых деревьев они спасли, если они сдали 792 кг маку-
латуры?

 Жилая площадь территории района Ясенево равна 640 га, 
что составляет 25,23% всей территории района. Найдите пло-
щадь территории района.

 Завершилась акция по сбору отработанных батареек! Сила-
ми школьников и местных жителей было собрано 1597 батареек. 
Докажите, что это число является простым.

 В районе Ясенево проживает примерно 172 300 человек. 
Сколько человек в Ясенево будет проживать через три года, если 
ежегодный прирост населения составит 11%?

 Флора Битцевского леса насчитывает 500 видов, в том числе 
75 видов мхов и 30 видов лишайников. Какая часть флоры за-
нята:

а) мхами;
б) лишайниками;
в) мхами и лишайниками;
г) не занята ни мхами, ни лишайниками?

 Фауна Битцевского леса включает 6 видов земноводных, 
2 вида пресмыкающихся, 78 видов гнездящихся птиц, 33 вида 
млекопитающих. По этим данным постройте круговую диа-
грамму.

Наш район Ясенево постоянно меняет свой облик, реставрируются 
и восстанавливаются исторические усадьбы, строятся новые 
жилые и административные комплексы, появился плава-
тельный бассейн, проводятся различные акции сотрудника-
ми Битцевского лесопарка. Учащиеся являются свидетелями 
этих изменений, и мы считаем необходимым использовать 
этот материал при составлении задач на уроках математики. 
Приведем примеры таких задач из нашего сборника «Ясе-
невская арифметика».
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Р. ИЗМЕСТЬЕВА,
Москва РУБЕЖНОЕ 

ТЕСТИРОВАНИЕ

Тематика тестов за II триместр

Математика
5-й класс. Умножение натуральных чисел и его свойства. Пло-

щади и объемы. Обыкновенные дроби. Десятичные дроби. Сложе-
ние и вычитание десятичных дробей.

6-й класс. Умножение и деление обыкновенных дробей. Отно-
шения и пропорции. Положительные и отрицательные числа.

Алгебра
7-й класс. Многочлены. Формулы сокращенного умножения.
8-й класс. Квадратные уравнения. Свойства числовых нера-

венств. 
9-й класс. Системы уравнений с двумя переменными. 

Арифметическая и геометрическая прогрессии.

Геометрия
7-й класс. Признаки равенства треугольников.
8-й класс. Теорема Пифагора. Декартовы координаты на пло-

скости.
9-й класс. Многоугольники.

Математика-5 Тест 2 Вариант 1

В заданиях А1–А9 приведены варианты ответа, из которых 
верен один. Укажите номер верного ответа.

А1. Найдите периметр прямоугольника, площадь которого рав-
на 40 см2, а одна из его сторон равна 8 см.

1) 26 см 2) 5 см 3) 13 см 4) 200 см
А2. Найдите объем прямоугольного параллелепипеда, длина 

которого равна 6 см, ширина — 2 см, высота — 3 см.
1) 11 см3 2) 36 см2 3) 36 см3 4) 15 см3

А3. Выразите в метрах 3 дм.
1) 0,3 м 2) 0,03 м 3) 0,003 м 4) 30 м

А4. В классе 24 ученика, 3
8

 всех учеников класса составляют де-

вочки. Сколько девочек в классе?
1) 64 2) 9 3) 3 4) 8

А5. На полке 40 учебников, что составляет 5
8

  всех книг, стоя-

щих в книжном шкафу. Сколько книг в шкафу?
1) 15 2) 8 3) 25 4) 64

А6. Вычислите: 5 7
3 1 .

18 18
−

1) 
2

2
9

 2) 
8

1
9 

3) 
1

2
9

 4) 
11

1
18
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А7. Найдите значение выражения 
2,3 – 1,323.

1) 1,023 2) 1,077 3) 0,077 4) 0,977
А8. Найдите значение выражения 

2,4 + 21,84.
1) 23,88 2) 45,84 3) 24,24 4) 22,08

А9. Расположите в порядке возрастания числа 
1,4302, 1,43, 1,437.

1) 1,437, 1,4302, 1,43
2) 1,43, 1,4302, 1,437
3) 1,437, 1,43, 1,4302
4) 1,4302, 1,43, 1,437

В заданиях В1 и В2 запишите ответ.
В1. Найдите сумму всех натуральных значе-

ний x, при которых верно двойное неравенство 
17,43 < x < 19,01.

Ответ: __________
В2. Сколько существует натуральных значе-

ний b, при которых дробь 1
12

b +  будет правильной, 

а дробь 5
1b −

 — неправильной?

Ответ: __________

Выполняя задание С1, запишите полное ре-
шение и ответ.

С1. Длина прямоугольника равна 78 см. На 
сколько увеличится площадь прямоугольника, 
если его ширину увеличить на 5 см?

Математика-6 Тест 2 Вариант 1

В заданиях А1–А9 приведены варианты от-
вета, из которых верен один. Укажите номер 
верного ответа.

А1.  Найдите значение выражения 3 5
1 1 .

5 9
⋅

1) 
1

1
3 

2) 
14

1
15 

3) 
22

2
45 

4) 
12

2
45

А2. Частное дробей 
3
4

 и 
7

12
 равно…

1) 
7

16 
2) 

1
1

3 
3) 

2
1

7 
4) 

1
6

А3. Коля подарил приятелю 40 марок, что 
составило 16% всех его марок.  Сколько марок 
было у Коли?

1) 64 2) 85 3) 100 4) 250
А4. Решите уравнение 1,6 : 12 = x : 3?

1) 22,5 2) 16,2 3) 1,6 4) 0,4
А5. В трех одинаковых банках 12 кг варенья. 

Сколько варенья в восьми таких же банках?
1) 4 кг 2) 1 6  кг 3) 24 кг 4) 32 кг

А6. Для перевозки груза автомашине грузо-
подъемностью 5 т требуется сделать восемь рей-
сов. Сколько рейсов потребуется сделать автома-

шине грузоподъемностью 4 т для перевозки это-
го же груза?

1) 10 2) 12 3) 6 4) 4
А7. Числа р и с расположены на числовой пря-

мой так, как показано на рисунке. Укажите не-
верное утверждение.

1) p < c 2) | p | > | c | 
3) p > c 4) число р отрицательно

А8. Укажите верное неравенство.
1) 0 < –17 2) 6  <  – 6 7  
3) – 8 7 <  – 3 5  4) – 4  >  – 2

А9. Укажите рисунок, на котором отмечены все 
целые числа, удовлетворяющие неравенству | a | ≤ 4.

1)  3) 

2)  4) 

В заданиях В1 и В2 запишите ответ.
В1. Сколько целых чисел заключено между 

числами 
1

5
4

−  и 2
1 ?

7
Ответ: __________
В2. Решите уравнение | x + 4 | = 6. 
Ответ: __________

Выполняя задания С, запишите полное реше-
ние и ответ.

С1. Турист должен был пройти 30 км. В пер-

вый день он прошел 2
5

 всего пути. Сколько кило-

метров осталось пройти туристу?
С2. Сначала цена товара повысилась на 10%, а 

через месяц новая цена понизилась на 10%. Стал 
товар дороже или дешевле первоначальной цены 
и на сколько процентов?

Алгебра-7               Тест 2 Вариант 1

В заданиях А1–А9 приведены варианты от-
вета, из которых верен один. Укажите номер 
верного ответа.

А1. Упростите выражение 
(5a – 2ab) – (2a – 7ab).

1) 7a – 9ab 2) 3a + 5ab 
3) 3a – 9ab 4) 7a + 5ab

А2. Какому из многочленов равно выражение 
6x(x – 2y)?

1) 6x2 – 12xy 2) 6x2 – 12y 
3) 6x2 – 2y 4) 6x – 12xy

А3. Выражение (2m – c)(5m – c) тождествен-
но равно…

1) –(c – 2m)(c – 5m) 2) (c – 2m)(5m – c)
3) (2m – c)(c – 5m) 4)(c – 2m)(c – 5m)
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А4. Представьте в виде многочлена стандарт-
ного вида выражение (a – 3b)2.

1) a2 – 6ab + b2 2) a2 – 6ab + 9b2 

3) a2 – 9b2 4) a2 + 6ab + 3b2

А5. Разложите на множители многочлен 
–25a2 + 10ab – b2.

1) (25a – b)2 2) (5a – b)2 

3) (5a + b)(5a – b) 4) –(5a – b)2

А6. Найдите произведение двучленов 
(4x – y)(4x + y).

1) 4x2 + y2 2) 16x2 + y2 

3) 16x2 – y2 4) 4x2 – y2

А7. Преобразуйте в произведение многочлен 
c2 – 4d2.

1) (c – 4d)(c + 4d) 2) (c – 2d)(c – 2d) 
3) (c – 4d)(c – 4d) 4) (c – 2d)(c + 2d)

А8. Разложите многочлен ax + by – ay – bx на 
множители.

1)(y – x)(a + b) 2) (y + x)(a + b) 
3) (x – y)(a – b) 4) (x – y)(a + b)

А9. Решите уравнение 
(3x – 4)2 + 7 = (3x – 5)(3x + 5).

1) –2  2) 2 3) 0  4) корней нет

В заданиях В1 и В2 запишите ответ.
В1. Разложите на множители многочлен 

n2 – x2 – 8x – 16.
Ответ: ________
В2. Упростите выражение 

(a – 2)(a2 + 2a + 4) – a3. 
Ответ: ________

Выполняя задания С, запишите полное реше-
ние и ответ.

С1. Найдите большее из трех последователь-
ных натуральных чисел, если квадрат меньше-
го числа на 23 меньше произведения среднего и 
большего чисел.

С2. Докажите, что сумма пяти последователь-
ных степеней числа 2 кратна 31.

Алгебра-8              Тест 2 Вариант 1

В заданиях А1–А9 приведены варианты от-
вета, из которых верен один. Укажите номер 
верного ответа.

А1. Решите уравнение x2 – 0,09 = 0.
1) 0,3; –0,3 2) 0,3 
3) 0,03; –0,03 4) 0,03

А2. Решите уравнение 5x2 + 4x – 12 = 0.
1) 2,4; –4 2) 2; –1,2 
3) 1,2; –2 4) корней нет

А3. Укажите уравнение, которое имеет два 
различных корня.

1) 3x2 + 2x + 4 = 0 2) x2 + 25 = 0 
3) 9x2 – 3x – 5 = 0 4) 3x2 – 3x + 12 = 0

А4. Укажите квадратное уравнение, для кото-
рого числа –2 и 5 являются корнями.

1) x2 + 3x – 10 = 0 2) x2 – 3x + 10 = 0 
3) x2 – 3x – 10 = 0 4) x2 + 3x + 10 = 0

А5. Укажите значение коэффициента с ква-
дратного уравнения, если его корнями являют-
ся числа –3 и 5.

1) 15 2) 2 3) –15 4) –30
А6. Выделите квадрат двучлена в выражении 

x2 – 6x + 8.
1) (x – 3)2 + 1 2) (x – 6)2 + 9 
3) (x – 3)2 – 1 4) (x – 2)2 + 3

А7. Укажите верное неравенство, если извест-
но, что –8x ≥ –8y.

1) x > y 2) x < y 3) x ≥ y 4) x ≤ y
А8. Укажите верные неравенства, если извест-

но, что a > b.
1) a + 11 < b + 11 и a – 3 < b – 3 
2) a + 11 < b + 11 и a – 3 > b – 3
3) a + 11 > b + 11 и a – 3 > b – 3 
4) a + 11 > b + 11 и a – 3 < b – 3

А9. Какое неравенство не следует из нера-
венств 3 < a < 5 и 2 < b < 8?

1) 3 5
8 2

a
b

< <
 

2) 1 < a – b < 3 

3) 5 < a + b < 13 4) 6 < ab < 40

В заданиях В1 и В2 запишите ответ.
В1. Найдите значение р, если число 5 — ко-

рень уравнения x2 + px – 30 = 0.
Ответ: ____________ 
В2. Найдите все значения х, при которых 

дробь 
2

(2 1)( 3)
4 1

x x
x

+ +
−

 равна нулю.

Ответ: ____________ 

Выполняя задания С, запишите полное реше-
ние и ответ.

С1. Из пункта А в пункт В велосипедист проехал 
по дороге длиной 48 км, обратно он возвращался по 
другой дороге, которая короче первой на 8 км. Уве-
личив скорость на обратном пути на 4 км/ч, он затра-
тил на 1 ч меньше, чем на путь из А в В. С какой ско-
ростью ехал велосипедист из пункта А в пункт В?

C2. Найдите сумму квадратов корней уравне-
ния x2 – 5| x | – 6 = 0. 

Алгебра-9                Тест 2 Вариант 1

В заданиях А1–А9 приведены варианты от-
вета, из которых верен один. Укажите номер 
верного ответа.

А1. Решите систему уравнений 
4,

5.
x y
xy

− =⎧
⎨ =⎩

 

1) (5; 1), (–1; 5) 2) (–1; –5), (5; 1)
3) (1; 5), (–5; –1) 4) (–5; 1), (1; –5)
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 А2. Сумма чисел равна –15, а их произведе-
ние равно 56. Найдите эти числа.

1) –8; 7 2) 8; 7 3) –8; –7 4) 8; –7
А3. Сколько решений имеет система уравне-

ний 

2

2
,

3 ?

y
x

y x

⎧ =⎪
⎨
⎪ = +⎩

 

(Решите графически.)
1) одно 2) два 3) три 4) четыре

А4. Арифметическую прогрессию можно за-
дать формулой…

1) am = 6n2 2) am = 7 + 3n 

3) 
5

2ma
n

=
−  

4) am = 5n + 4

А5. Найдите шестой член арифметической 
прогрессии (an): 12; 8;…

1) 40 2) –32 3) 32 4) –8
А6. Найдите сумму двадцати членов арифме-

тической прогрессии, если an = 3n – 5.
1) 240 2) 120 3) 570 4) 530

А7. Найдите пятый член геометрической про-
грессии, первый член которой равен –7, а знаме-
натель равен 2.

1) –112 2) 112 3) –56 4) 56
А8. Найдите сумму пяти членов геометриче-

ской прогрессии, первый член которой равен 4, 
а второй равен –2.

1) 44 2) –2,75 3) 2,75 4) –44
А9. Найдите сумму бесконечной геометриче-

ской прогрессии, c1 = 12 и q = –0,6.
1) 7,5 2) –7,5 3) 7 4) –7

В заданиях В1 и В2 запишите ответ.
В1. Найдите первый положительный член 

арифметической прогрессии  (cn), если c6 = –16, 
d = 0,2.

Ответ: ____________
В2. Решите систему уравнений 

3 3

2 2

9,

3.

x y

x xy y

⎧ + =⎪
⎨

− + =⎪⎩
Ответ: ____________

Выполняя задания С, запишите полное реше-
ние и ответ.

С1. Два тракториста, работая совместно, мо-
гут вспахать поле за 2 ч 40 мин. Сколько време-
ни потребуется каждому трактористу в отдель-
ности для выполнения этой работы, если извест-
но, что один из них может вспахать поле на 4 ч 
быстрее другого?

С2. Сумма второго и четвертого членов гео-
метрической прогрессии равна 12, а сумма тре-
тьего и пятого равна –24. Найдите сумму шести 
членов прогрессии.

Геометрия-7 Тест 2 Вариант 1

В заданиях А1–А6 приведены варианты от-
вета, из которых верен только один. Укажите 
номер верного ответа.

А1. Треугольник АВС  равен треугольнику  
KНТ. Длина стороны АВ = 5 см, FН = 30°. 
Какие из высказываний верны?

1) KН = 5 см; FА = 30° 
2) ТН = 5 см; FВ = 30°
3) KН = 5 см; FВ = 30° 
4) KТ = 5 см; FС = 30°

А2. Какие из высказываний истинны?
а) Если две стороны и угол одного треугольни-

ка соответственно равны двум сторонам и углу дру-
гого треугольника, то такие треугольники равны.

б) Медиана равнобедренного треугольника, 
проведенная к основанию, является биссектрисой.

в) Если сторона и угол одного треугольни-
ка соответственно равны стороне и углу другого 
треугольника, то такие треугольники равны.

1) в 2) б 3) а 4) а и б
А3. Отрезки ВD и АС пересекаются в точке О, 

которая является серединой каждого. Сравните 
отрезки АВ и СD, если ВD > АС.

1) ВА < СD 2) АВ = СD 
3) АС > ВD  4) сравнить нельзя

А4. Отрезки АK и ВР пересекаются в точке О 
так, что ВО = ОР, F  KВО = F  АРО, ОA = 10 см. 
Найдите длину отрезка AK.

1) 10 см 2) 15 см 3) 20 см 4) 35 см
А5. На рисунке НS = GN, GH = NS. Найдите 

равные углы.

1) F  НGS =  F  НSG  2) F  SGN =  F  GSN
3) F  GHS =  F  GSN 4) F  НSG =  F  SGN

А6. В равнобедренном треугольнике KСТ с 
основанием KТ проведена медиана СР. Найдите 
градусную меру угла KСТ, если F KСР = 35°.

1) 70° 2) 35° 3) 20° 4) 7°30R

В заданиях В1, В2 запишите ответ.
В1. Периметр равнобедренного треугольника 

равен 66 см, длины основания и боковой сторо-
ны относятся как 3 : 4. Найдите длину боковой 
стороны треугольника.

Ответ: ____________
В2. Найдите длину биссектрисы QN равнобе-

дренного треугольника SQL с основанием SL, 
если периметр треугольника SQL равен 36 см, а 
периметр треугольника SQN равен 22 см.

Ответ: ____________
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Выполняя задание C1, запишите полное ре-
шение и ответ.

С1. В равнобедренном треугольнике АВС с 
основанием АС проведены две высоты, АР и СK. 
Докажите, что ВР = ВK.

Геометрия-8 Тест 2 Вариант 1

В заданиях А1–А6 приведены варианты от-
вета, из которых верен только один. Укажите 
номер верного ответа.

А1. Катеты прямоугольного треугольни-
ка равны 3 см и 4 см. Найдите длину гипоте-
нузы.

1) 5 см 2) 25 см 3) 7 см 4) 7 см
А2. Найдите длину биссектрисы равносторон-

него треугольника, если длина стороны треу-
гольника равна 10 3.

1) 10 см 2) 5 см 3) 15 см 4) 45 см
А3. В треугольнике АВС  FС = 90°, FА = 44°, 

ВС = 8. Найдите длину АВ.

1) 8cos 44° 2) 8sin 44° 3) 
8

sin 44° 
4) 

8
cos 44°

А4. Найдите длину отрезка АВ, если 
А(–5; –1), В(–2; –5).

1) 85 2) 5 3) 85 4) 6
А5. Найдите координаты середины отрезка 

АВ, если точка А(–5; 2), а точка В(–3; –8). 
1) (1; –5) 2) (–1; 5) 3) (4; 3) 4) (–4; –3)

А6. Запишите уравнение ок ружности, изобра-
женной на рисунке.

1) (x – 3)2 + (y + 2)2 = 9
2) (x + 3)2 + (y – 2)2 = 2 
3) (x + 2)2 + (y – 3)2 = 3 
4) (x – 2)2 + (y + 3)2 = 9

В заданиях В1, В2 запишите ответ.
В1. Найдите радиус окружности, заданной 

уравнением x2 + y2 + 4x + 6y + 9 = 0.
Ответ: ___________
В2. Точки А(–5; –2), В(–3; –8) и С(2; –4) являют-

ся вершинами параллелограмма АВСТ. Найдите 
координаты точки Т и запишите в ответе их сумму.

Ответ: __________

Выполняя задание C1, запишите полное ре-
шение и ответ.

С1. Точки Р(–1; –2), K(1; 1) и М(5; –3) являются 
вершинами треугольника РKМ. Напишите урав-
нение прямой, проходящей через точки Р и Т, 
где Т — середина стороны KМ.

Геометрия-9 Тест 2 Вариант 1

В заданиях А1–А6 приведены варианты от-
вета, из которых верен только один. Укажите 
номер верного ответа.

А1. Найдите меньший угол выпуклого четы-
рехугольника, если градусные меры его углов 
относятся как 2 : 4 : 5 : 7.

1) 100° 2) 20° 3) 40° 4) 80°
А2. Сумма всех углов выпуклого многоуголь-

ника равна 1440°. Найдите число сторон.
1) 10 2) 8 3) 12 4) 9

А3. Найдите радиус окружности, описанной 
около правильного четырехугольника, длина 
стороны которого равна 12 см.

1) 12 м 2) 6 см 3) 6 2 см 4) 12 2 см
А4. Радиус окружности, вписанной в правиль-

ный треугольник, равен 3 3 см. Найдите длину 
стороны этого треугольника.

1) 20 см 2) 6 см 3) 6 3 см 4) 18 см
А5. Найдите площадь параллелограмма, если 

его стороны, равные 12 3 см и 8 см, образуют 
угол, градусная мера которого равна 60°.

1) 144 см2 2) 96 3 см2 

3) 48 3 см2 4) 72 см2

А6. Стороны параллелограмма равны 20 см и 
15 см. Длина меньшей высоты равна 6 см. Най-
дите длину большей высоты.

1) 10 см 2) 8 см 3) 50 см  4) 4,5 см

В заданиях В1, В2 запишите ответ.
В1. Сумма градусных мер трех внутренних углов 

семиугольника равна 420°. Найдите сумму градус-
ных мер внешних углов, не смежных с данными. 

Ответ: ___________
В2. Хорда окружности, равная 6 см, стягивает 

дугу в 60°. Найдите длину этой дуги. 
Ответ: ___________

Выполняя задания C, запишите полное реше-
ние и ответ.

С1. Вершины треугольника, вписанного в 
окружность, делят окружность на части, про-
порциональные числам 3, 5 и 7. Найдите ради-
ус описанной окружности, если средняя сторона 
треугольника равна 12 3 см.

С2. В правильный шестиугольник вписана 
окружность радиуса 6 см. На его большей диаго-
нали как на стороне построен правильный тре-
угольник. Найдите радиус окружности, описан-
ной около этого треугольника.
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В. ДУБРОВСКИЙ,
г. Москва ДИНАМИЧЕСКАЯ 

ГЕОМЕТРИЯ С 
«МАТЕМАТИЧЕСКИМ 
КОНСТРУКТОРОМ»

Эпизод 7. По следам исчезнувших многоугольников, 
или Геометрическая палеонтология

В этой заметке, в продолжение предыдущей, мы рассмотрим 
серию задач на построение с применением преобразований, при 
исследовании которых на компьютере важную роль играют сле-
ды точек. На этот раз теоретической основой решения будет по-
нятие композиции преобразований. Оговоримся сразу, что про-
стейшие задачи данной серии можно решать и без композиции, 
и вообще без преобразований. Но именно применение компози-
ции позволяет обобщить эти исходные задачи и получить теоре-
мы, казалось бы, совсем от них далекие. Следует сказать, что хотя 
композиция не такое уж сложное понятие, в стандартном курсе 
геометрии места ему практически не находится. Тем более ценно, 
что в ходе работы с динамическими моделями композиция воз-
никнет естественным образом, как бы сама собой; становится по-
нятно не только что это такое, но и как «это», то есть композицию, 
находить.

Задача 1.    У многоугольника отметили середины сторон, 
а затем многоугольник стерли, оставив только отмеченные точки. 
Восстановить многоугольник.

Ясно, что в такой постановке наша задача всегда имеет решение. 
Но если взять в качестве середин сторон искомого n-угольника 
произвольные точки M1, M2, …, Mn, то возникает не менее инте-
ресная, чем задача построения («восстановления») n-угольника 
A1A2…A n, задача исследования: мы будем выяснять, всегда ли 
наша задача разрешима и сколько решений она может иметь в за-
висимости от расположения данных точек. Эту, более общую, за-
дачу мы и рассмотрим. 

В простейшем случае (n = 3) ее решение очевидно (рис. 1); ясно, 
что в этом случае для любых трех точек, M1, M2, M3, не лежащих 
на одной прямой, треугольник A1A2A3 существует и притом толь-
ко один. 

Случай четырехугольника исследуем с помощью динамической 
модели, хотя он и не намного сложнее. Поставим на плоскости, то 
есть в окне программы, четыре произвольные точки: M1, M2, M3, 

M4, возьмем произвольную точку A1, затем построим: точку A2 
такую, что M1 — середина A1A2, точку A3 такую, что M2 — сере-
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дина A2A3, аналогично сторим точку A4 и, нако-
нец, точку A такую, что M4 — середина A4A (рис 
2, а). Построить точку A2 можно, отложив на про-
должении отрезка A1M1 равный ему отрезок ком-
пьютерным «циркулем» или применив к A1 одно 
из преобразований — поворот на 180° или гомо-
тетию с коэффициентом –1 относительно M1. По-
скольку аналогичное построение приходится в 
дальнейшем выполнять несколько раз, целесоо-
бразно создать для него специальный инструмент. 
Для этого нужно выделить точки A1, M1 и A2 и вы-
брать в меню Мои инструменты команду Новый 
инструмент. В открывающемся диалоге можно 
задать название инструмента (например, «Цен-
тральная симметрия») и инструкции, которые 
будут появляться при его применении в статус-
ной строке внизу окна программы. После нажа-
тия кнопки ОК он появится в меню Мои инстру-
менты. С его помощью по произвольным точкам 
X и Y будет строиться точка Z, симметричная X 
относительно Y. Инструмент «Центральная сим-
метрия» помещен в модель, прилагаемую к этой 
заметке (см. приложение на CD-диске).

Итак, нам нужно найти такое положение точ-
ки A1, при котором ломаная A1A2A3A4A замкнет-
ся, то есть A = A1. Попробуем двигать точку A1, пы-
таясь приблизить ее к A. Мы увидим, что точка A 
все время убегает от A1. Можно ли вообще ее до-
гнать? «Подкрасим» A1 и A, выделив их и нажав 
кнопку «Следы» на панели (или клавишу W). Сно-
ва подвигаем A1. Теперь ясно видно (рис 2, б), что 
траектория A — это просто сдвинутая траектория 
A1, то есть A получается из A1 параллельным пе-
реносом. Строгое доказательство дадим чуть поз-
же, а пока, раз не получается найти решение для 
данных точек-середин подбором исходной верши-
ны, попытаемся подвигать сами середины. На са-
мом деле, достаточно двигать только последнюю 
из них — точку M4: легко найти такое ее положе-
ние, при котором точка А совпадет с A4, то есть ло-
маная замкнется (рис. 2, в). Как показывает наш 

эксперимент, замыкание происходит в том случае, 
когда M1M2M3M4 — параллелограмм, причем при 
этом условии ломаная остается замкнутой при лю-
бых перемещениях точки A1!

Ничего удивительного в этом нет. Хорошо из-
вестно, что середины сторон произвольного че-
тырехугольника образуют параллелограмм (па-
раллелограмм Вариньона). Поэтому условие, что 
M1M2M3M4 — параллелограмм, необходимо для 
разрешимости нашей задачи. Легко убедиться и 
в его достаточности. Действительно, применяя 
теорему о средней линии треугольника к треу-
гольникам A1A2A3 и A3A4A, получаем, что отре-
зок A1A3 параллелен отрезку M1M2 и вдвое длин-
нее его, а A3A || M3M4 и A3A = 2M3M4; точнее, 
с учетом направлений 

1 3 1 22 ,A A M M=
������� ��������

 3 3 42 .A A M M=
������ ��������

Следовательно, 

1 1 3 3 1 2 3 42 2 0,A A A A A A M M M M= + = + =
������ ������� ������ �������� �������� �

так как 1 2 3 4M M M M= −
�������� ��������

по условию Вариньона; 
но это и значит, что A1=A. 

Заметим, что замкнутая ломаная A1A2A3A4 при 
перемещении точки A1 может оказаться невыпу-
клой и даже самопересекающейся. Чтобы не вда-
ваться в несущественные для нашей темы детали, 
будем считать многоугольником любую замкну-
тую ломаную. Тогда при n = 3 наша задача име-
ет единственное решение для любых трех данных 
точек, а при n = 4 она имеет решение, только если 
данные точки образуют параллелограмм (точнее, 
если 1 2 3 4M M M M= −

�������� ��������
), причем в этом случае зада-

ча имеет бесконечно много решений: любую точ-
ку плоскости можно принять за A1. 

А что будет при n > 4? Чтобы понять это, снова 
обратимся к нашей модели. Добавим несколько 
точек Mi и продолжим нашу ломаную, исполь-
зуя их как середины очередных звеньев. «Под-
красим» вершины ломаной (включим для них 
рисование следов) и нарисуем что-нибудь точкой 
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A1 (рис. 3). Мы увидим, что все фигурки, нарисо-
ванные точками с номерами одной четности, по-
лучаются одна из другой сдвигами, причем «чет-
ные» фигурки (нарисованные точками с четны-
ми номерами) перевернуты относительно нечет-
ных. Это подсказывает, что нечетные фигурки 
получаются из самой первой параллельными пе-
реносами, а четные — центральными симметри-
ями. Докажем, что это действительно так. 

Очевидно, что точка A2 получается из A1 при 
центральной симметрии относительно M1; запись 

A2 = Z1(A1), 
где Z1 обозначает названную центральную сим-
метрию. В свою очередь, 

A3 = Z2(A2) = Z2(Z1(A1)), 
где Z2 – центральная симметрия относительно 
M2, то есть A3 — образ точки A1 при компози-
ции центральных симметрий Z1 и Z2. С помощью 
символа « », которым обозначают композицию, 
это записывается так: 

A3 = (Z2 Z1)(A1) 
(заметим, что преобразования, составляющие 
композицию, записываются справа налево), и 
вообще, 

Ak+1 = Zk(Ak) = (Zk Zk–1 … Z2 Z1)(A1). 
Решить нашу задачу при некотором n — значит 
найти такую точку A1, что An+1=A1, то есть найти 
неподвижную точку композиции 

Fn=Zn Zn–1 … Z2 Z1. 
Что же представляет собой эта композиция?

Первое преобразование — это центральная 
симметрия Z1. Второе, F2 = Z2 Z1, как и вообще 
композиция двух центральных симметрий, — 
это параллельный перенос, так как в силу равен-
ства 1 3 1 22A A M M=

������� ��������
 вектор, соединяющий про-

извольную точку A1 с ее образом A3 при преоб-
разовании F2, постоянен, не зависит от точки 
A1. Чтобы найти вид третьего преобразования, 
F3 = Z3 Z2 Z1, достроим треугольник M1M2M3 
до параллелограмма M1M2M3M, 3 1 2MM M M=

������� ��������
 

(рис. 4). Тогда F3 = Z, где Z — симметрия c цен-
тром M, потому что, как следует из сказанного 

для случая n = 4, точки A1 и A4 = F3(A1) симме-
тричны относительно M. Теперь понятно, что 

F4 = Z4 F3 = Z4 Z 
— это снова параллельный перенос на вектор 

42 ,MM
�������

 F5 = Z5 F4 = Z5 Z4 Z – центральная сим-
метрия и т.д. 

Итак, при четном n = 2m композиция Fn — это 
параллельный перенос (на вектор ,ν  равный сум-
ме векторов 2 1 22 ,i iM M−

������������
 I = 1, 2, …, m). Параллель-

ный перенос либо не имеет неподвижных точек, 
либо оставляет на месте все точки плоскости; дру-
гими словами — является тождественным преоб-
разованием. Следовательно, при любом четном n, 
как и при n = 4, наша задача либо не имеет реше-
ний, либо, при 0,ν =  имеет бесконечно много реше-
ний, причем за первую вершину A1 искомого мно-
гоугольника можно взять любую точку плоскости. 
Если же n нечетно, то Fn — центральная симме-
трия. Она имеет единственную неподвижную точку 
O, и наша задача имеет единственное решение для 
любого набора точек M1, …, Mn: за вершину A1 ис-
комого многоугольника нужно взять точку O. 

Найти ее можно так: возьмем любую точку B1, 
построим точки 

B2 = Z1(B1), 
B3 = Z2(B2), …, 

B = Zn (Bn) = Fn (B1); 
тогда O — середина отрезка B1B (рис. 5 для n = 5).

В рассмотренной задаче роль «останков» многоу-
гольника, по которым мы его восстанавливали, игра-
ли середины его сторон. Но это только одна, простей-
шая возможность. Если вместо середин сторон взять, 
например, серединные перпендикуляры p1, p2, …, pn 
к ним, то преобразованием, переводящим вершину 
Ai в Ai+1, будет осевая симметрия относительно pi, 
и исследовать придется композиции осевых симме-
трий. Интересные факты возникают в случае, когда 
данные точки — центры правильных многоугольни-
ков, построенных на сторонах искомого многоуголь-
ника. Об одном из них — теореме Наполеона — мы 
расскажем в следующей заметке.
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Прием заявок 
продолжается!

И н т е р н е т - с о п р о в о ж д е н и е  п р о е к т а  –  И з д а т е л ь с к и й  д о м  « П Е Р В О Е  С Е Н Т Я Б Р Я »  

Станьте обладателем сертификата  
«Учитель цифрового века»!

Участвуйте в проекте всей школой!

Для образовательных учреждений, участвующих в проекте «Школа цифрового века»  
с 1 января по 30 июня 2012 года, оргвзнос – 2 тысячи рублей. 

Коды доступа по числу педагогических работников предоставляются бесплатно.

С 1 января 2012 года каждое образовательное учреждение, участвующее  
в проекте «Школа цифрового века»,  получает неограниченный доступ  
к электронным предметно-методическим журналам  
Издательского дома «Первое сентября».

Свежие номера журнала «МАТЕМАТИКА»  будут приходить  
в  Ваш Личный кабинет на сайте www.1september.ru бесплатно!

 

  
 

приняло участие в Общероссийском проекте  
«Школа цифрового века», разработанном  в соответствии  
с программой модернизации системы общего образования 
и направленным на комплексное Интернет-обеспечение 
образовательных учреждений  
цифровыми предметно-методическими материалами. 
Педагогический  коллектив данного образовательного учреждения 
профессионально использует в своей работе возможности 
современных информационных технологий и цифровых 
образовательных ресурсов.  

№ 0 0 0 2 9 7 7 8 6 1 

МОСКВА . 2012

Председатель оргкомитета  
Общероссийского проекта  
«Школа цифрового века» 

Подпись

O б щ е р о с с и й с к и й  п р о е к т  

Школа цифрового века
И н т е р н е т - с о п р о в о ж д е н и е  п р о е к т а  –  И з д а т е л ь с к и й  д о м  « П Е Р В О Е  С Е Н Т Я Б Р Я »

удостоверяет, что

Сертификат
«ШКОЛА ЦИФРОВОГО ВЕКА»

удостоверяет, что

 

 
  
  

применяет в работе современные информационные
технологии и цифровые образовательные ресурсы.
Эффективно использует возможности методической
интернет-поддержки образовательного процесса,
предоставленной в рамках Общероссийского проекта
«Школа цифрового века». 

№ 0 0 0 2 9 7 7 8 6 1 

МОСКВА . 2012

Председатель оргкомитета  
Общероссийского проекта  
«Школа цифрового века» 

Подпись

O б щ е р о с с и й с к и й  п р о е к т  

Школа цифрового века
И н т е р н е т - с о п р о в о ж д е н и е  п р о е к т а  –  И з д а т е л ь с к и й  д о м  « П Е Р В О Е  С Е Н Т Я Б Р Я »

Сертификат
«УЧИТЕЛЬ ЦИФРОВОГО ВЕКА»

Общероссийский проект «Школа цифрового века» по комплексному обеспечению образовательных  учреждений  
методической интернет-поддержкой разработан в соответствии с программой модернизации системы  
общего образования России и направлен на повышение профессионального уровня педагогических работников

Подробности на сайте 
digital.1september.ru 
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З. БАРМИНСКАЯ, Г. ГУТНИК,
г. Северодвинск СЧИТАЕМ НАЛОГИ

Факультативное занятие 
«НАЛОГ НА ДОХОДЫ ФИЗИЧЕСКИХ ЛИЦ»

Самая сложная для понимания 
в мире вещь — это система налогов.

Альберт Эйнштейн 

Ход занятия

Из истории подоходного налога
Подоходный налог появился в общемировой практике давно, и 

сейчас он действует почти во всех странах мира. Место его рожде-
ния — Великобритания. Он был введен в 1778 г. как временная 
мера. Но с 1842 г. подоходный налог окончательно утвердился в 
английской налоговой практике. В других странах он функцио-
нирует с конца XIX в. В России — с 1916 г.

Актуальность экономической тематики в современных условиях 
очевидна. Дети буквально на каждом шагу встречаются с та-
кой терминологией, как кредит, бартер, бизнес, налоги и др. 
Экономическое образование в раннем возрасте помогает 
учащимся освоить понятийный аппарат, столь необходимый 
для ориентации в современном рыночном мире. 

Одна из важнейших задач современного образования — показать 
ребятам единство окружающего мира. Для формирования 
целостной картины мира целесообразно использовать на 
занятиях межпредметные связи, с их помощью школьники 
учатся видеть сходные законы и закономерности в развитии 
тех или иных процессов и явлений.

Реализация поставленных задач может идти путем интеграции эко-
номики с математикой, где экономические знания будут на-
ходить практический выход в виде математических расче-
тов.

Мы для учащихся 8–9-х классов разработали программу факультати-
ва «Математика в экономике», где на занятиях рассматрива-
ем темы: почта, банк, налоговая инспекция, недвижимость, 
бюджет семьи, и решаем практические задачи.

Ниже мы представляем материалы одного из занятий по теме «На-
логи».
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Сборщики налогов, 
М. ван Реймерсвале, 1542 г.

ht
tp

://
gr

am
ot

y.
ru

/in
de

x.
ph

p?
ac

t=
fu

ll&
id

=8

Берестяная грамота. Фрагмент распоряжений сборщикам податей.  Новгород,  начало XIII в.

К материалу есть приложение на CD-диске.
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Интересное о налогах
• Французский математик Блез Паскаль ро-

дился в семье председателя налогового управ-
ления, который по роду службы часто зани-
мался утомительными расчетами. Помогая 
отцу, он столкнулся с громоздкими вычисле-
ниями и, чтобы облегчить работу отца, создал 
вычислительное устройство, которое могло по-
мочь упростить расчеты. Суммирующая маши-
на «паскалина» могла складывать и вычитать, 
умножать и делить, а изобретенный Паскалем 
принцип связанных колес почти на три столе-
тия стал основой создания большинства ариф-
мометров — прямых предков современного 
калькулятора.

• Финны — это единственные люди в мире, ко-
торые рады платить налоги, ведь в Финляндии 
создана Ассоциация счастливых налогоплатель-
щиков. А есть страны, где не платят налоги, на-
пример — Корея.

• Первым, кто потребовал от подданных нало-
говую декларацию — основу подоходного нало-
га, стал египетский фараон Амасис.

• Самым известным в истории сборщиком на-
логов стал инспектор из немецкого города Аполь-
ди. Он мечтал вывести новую породу собак, и 
преуспел в этом. Благодаря необычному хоб-

би скромную фамилию сборщика налогов знает 
весь мир. А звали его Ф.Л. Доберман.

• Какие только налоги не порождала на свет 
изобретательность правителей древности. Пра-
витель Галлии Лициний ввел два добавочных 
месяца, чтобы собирать ежемесячный налог не 
12 раз в году, а 14.

• На что готовы люди, чтобы не платить на-
логи? Жители средневековой Англии в ответ на 
введенный властями налог на окна просто закла-
дывали их кирпичами.

• Но и сборщики налогов на выдумку хитры. 
В финансовом управлении Стокгольма служит 
Эльфрида Карлсон, которая ради выявления не-
плательщиков налога на собак освоила более 30 
разновидностей собачьего лая.

• Брать налоги тоже можно чем угодно. Персид-
ский Надир-шах собирал налоги с туркмен кот-
лами и топорами — пушки лить. Карл Великий 
предпочитал брать коровами, а турецкие султаны 
брали налог детьми для пополнения войска.

• Налоговые льготы — это отдельная тема. Ан-
гличане, например, снизили почти вдвое налоги 
на дома с приведениями, так как их владельцам 
труднее подыскивать жильцов.

• А с теми, кто не платит налоги, разбирались 
по-разному. В России в эпоху Петра I злостным 
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Суммирующая машина Паскаля получила прозвище «Паскалина». Так ее 
изобразил Ф. Клемм в своей «Истории техники», изданной в 1735 г.
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Бородовой знак 1705 года – монетовидный медный кружок, по размеру 
равный копейке
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Перепись населения для сбора налогов. 
Мозаики из церкви Кахрие-джами в Стамбуле, 1315–1320 
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Эдинбург до наших дней не устает поддерживать имидж 
наиболее «населенного» приведениями города Великобритании
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неплательщикам вырывали ноздри, а потом ссы-
лали на каторгу. Проще и эффективнее поступа-
ли ацтеки. Они привязывали у двери неплатель-
щика налогов ягуара и отвязывали только после 
уплаты.

• Налоги зачастую влияют и на личную жизнь. 
Самый знаменитый — налог на бездетность. Этот 
налог удерживался только в СССР и в Монголии 
и не имеет аналогов в истории.

Основные понятия НДФЛ
Налог на доходы физических лиц вычисляет-

ся по формуле:
НДФЛ = (Налоговая база – Вычеты)æ13%.
Налоговая база для НДФЛ — это доходы фи-

зического лица (зарплата, отпускные, оплата по 
больничному листу и др.).

Стандартные налоговые вычеты:
— 3000 рублей  для лиц, получивших забо-

левание в результате аварии на Чернобыльской 
АЭС;

— 500 рублей для инвалидов I и II группы;
— 400 рублей предоставляется лицам, у кото-

рых суммарный доход с начала года не превысил 
40 000 рублей;

— 1000 рублей в месяц на каждого ребенка;
— 2000 рублей в месяц на ребенка-инвалида 

или если родитель «единственный» (предостав-
ляется, пока суммарный доход с начала года не 
превысит 280 000 рублей).

Решение задач на вычисление НДФЛ
1. У работника ООО «Спасатель» в январе до-

ход составил 22 000 р., в феврале — 22 000 р. 
Рассчитайте НДФЛ за январь и февраль этого 
работника.

Решение. Январь. Так как суммарный доход 
с начала года не превысил 40 000 р., работник 
имеет право на стандартный вычет 400 р.

НДФЛянв = (22 000 – 400)æ13% =
= 21 600æ0,13 = 2808 р.

Февраль. Так как суммарный доход с нача-
ла года превысил 40 000 р. (22 000æ2 = 44 000), 
работник не имеет права на стандартный вычет 
400 р.

НДФЛфев = 22 000æ13% =
= 22 000æ0,13 = 2860 р.

2. У Шурупова один ребенок. Его доход в ян-
варе составил 15 000 р., в феврале — 15 000 р., в 
марте — 15 000 р. Рассчитайте НДФЛ за январь, 
февраль, март.

Решение. Январь. Суммарный доход с начала 
года — 15 000 р., что меньше 40 000 р., значит, 
работник имеет право на стандартный вычет на 
себя и на ребенка.

НДФЛянв = (15 000 – 400 – 1000)æ13% = 
= 13 600æ0,13 = 1768 р.

Февраль. Суммарный доход с начала года — 
30 000 р., что меньше 40 000 р., значит, работ-
ник имеет право на стандартный вычет на себя 
и на ребенка.

НДФЛфев= (15 000 – 400 – 1000)æ13% = 
= 13 600æ0,13 = 1768 р.

Март. Суммарный доход с начала года — 
45 000 р., что больше 40 000 р., но меньше 
280 000 р., значит, работник имеет право только 
на стандартный вычет на ребенка.

НДФЛмарт = (15 000 – 1000)æ13% =
= 14 000æ0,13 = 1820 р.

3. Гражданка Сидорова работает в ООО «У Ма-
шенькиной». У нее двое детей, один из них инва-
лид детства. Зарплата ее составляет 8 500 р. Рас-
считайте НДФЛ за первые пять месяцев года. 
С какого месяца года не будет удержан вычет в 
размере 400 р.?

4. Гражданин Метелкин — чернобылец, он ра-
ботает на предприятии «Звездочка» сварщиком 
и его доход за месяц составляет 38 000 р. Вычис-
лите НДФЛ за январь и февраль.

5. Рассчитайте НДФЛ за три месяца с нача-
ла года у гражданки Шиловой, имеющей троих 
детей и заработавшей за январь — 17 300 р., за 
февраль — 19 200 р., за март — 18 500 р.

6. Узнайте, какую сумму получит на руки граж-
данин Елкин, работающий в магазине «Березка», 
за январь с учетом НДФЛ, если его доход за ме-
сяц составил 28 400 р., а также он является «един-
ственным» родителем, имеющим одного ребенка.

7. У учителя Петровой доход за январь соста-
вил 17 000 р. (12 000 р. — заработная плата, 
5000 р. — материальная помощь). Сколько де-
нег она получит на руки, если она имеет ребен-
ка, а материальная помощь не облагается нало-
гом в размере до 4000 р.?

Монеты Древнего Рима
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Ю. КОЗЛОВА,
г. Москва МАТЕМАТИКА НА 

ТУРИСТИЧЕСКОЙ 
ТРОПЕ

Математические знания крайне необходимы участнику туристско-
го похода для лучшего ориентирования на местности. Они 
основаны на здравом смысле, а доказать их учащиеся смогут 
на уроках геометрии в 8-м классе.

Измерение расстояний
Для ориентирования в походе важно знать пройденное рас-

стояние, а измерять его можно парами шагов. Для этого по-
требуется сделать эталон расстояния. С помощью мерной лен-
ты или веревки на открытом ровном участке отмеряют 50 м и 
обозначают границы колышками. Каждый участник проходит 
вымеренный участок 6 раз (для точности подсчета) и подсчи-
тывает, сколько у него шагов в 300 м. Считать удобнее пара-
ми, например под левую ногу. Проходить эталонное расстоя-
ние нужно спокойным, обычным шагом. Полученное количе-
ство пар шагов делят на 3 и определяют количество пар шагов в 
100 м. Например, количество пар шагов при прохождении рас-
стояния в 300 м составило 180 пар. Следовательно, в 100 м — 
60 пар шагов.

Полезно каждому участнику составить индивидуальную та-
блицу соответствия пар шагов и расстояний:

Расстояние 10 20 30 40 50 100 300 500

Количество пар шагов

Надо сообщить учащимся, что длина шага меняется в зависи-
мости от рельефа местности, а также от нагрузки участников. На-
пример, при беге длина шага увеличивается, а при подъеме по 
крутому склону — уменьшается.

П
О

С
Л

Е
 У

Р
О

К
А

 /
 В

 К
А

Н
И

К
У

Л
Ы

Т
Е

М
А

 Н
О

М
Е

Р
А

: 
М

А
Т

Е
М

А
Т

И
К

А
 И

 Ж
И

З
Н

Ь

МАТЕМАТИКА   ноябрь    2011 
40 К материалу есть приложение на CD-диске.



4141  МАТЕМАТИКА    ноябрь    2011  

Измерение высоты дерева
«Крест дровосека». Используют две палоч-

ки (ветки) одинаковой длины. Для измерения 
высоты дерева нужно встать лицом к нему и 
приставить одну палочку концом к переноси-
це, расположив ее параллельно земле. Вторую 
палочку следует приставить вертикально к 
дальнему концу первой. Получится буква «Т», 
лежащая «на боку». Потом, отступая от дерева 
или приближаясь к нему, нужно добиться того, 
чтобы верхушка и подножие дерева совпали с 
верхним и нижним концами вертикальной па-
лочки. Теперь нужно измерить расстояние от 
места, где стоит измеряющий, до подножия де-
рева. Оно и будет равно высоте дерева.

Измерение с зеркалом. Положим на землю 
небольшое зеркало (можно использовать лужи-
цу) в стороне от дерева. Измеряющий отходит 
от зеркала на такое расстояние, чтобы увидеть в 
нем отражение верхушки дерева. Зная, что угол 

падения равен углу отражения, вычисляем вы-
соту дерева.

Треугольники ABO и CDO — прямоугольные 

и подобные, поэтому .
AB

CD OD
OB

= ⋅  Длины отрез-

ков OB и OD мы можем легко измерить, а дли-
на AB равна росту измерявшего, уменьшенному 
на 8–10 см.

Измерение по тени дерева. Говорят, что та-
ким способом Фалес измерил высоту египетских 
пирамид. На ровной поверхности измерьте дли-
ну своей тени (d), длину тени дерева (DF). Так как 
треугольники подобны, то высоту дерева (ED) вы-

числяют по формуле ,
b

DF
d

⋅  где b — ваш рост.

В  Б И БЛ И О Т Е К Е

 В рассказе В. Шукшина 
«Беседы при ясной луне» «редкого ума чело-
век» Баев объясняет собеседнице Марье свою 
идею выполнения плана молокопоставок за 
счет колхозников.

— Допустим, ты должна сдать на молоканку 
500 литров молока.  

Баев откинул воображаемых 5 кругляшек на во-
ображаемых счетах, посмотрел терпеливо и снис-
ходительно на Марью.

— Так? Это из расчета, что процент жирности 
молока у твоей коровы такой-то.

Баев еще несколько кругляшек воображаемых 
отбросил, чуть выше прежних.

— Но вот выясняется, что у твоей коровы жир-
ность не такая, какая тянула на 500 литров, а ниже. 

Понимаешь? Тогда тебе уже не 500 литров надо от-
нести, а 575, допустим. Сообразила?

Мария не сообразила пока.
— Снимайте, говорю, один процент жирности у 

всех — будет дополнительное молоко…
Мария все никак не могла уразуметь…
А вы уразумели? Удачно ли подобрал числовые 

данные «башковитый» Баев для объяснения? Да-
вайте проверим.

Пусть базисная жирность молока в дан-
ной местности x%. Баев говорил, что 500 л 
молока жирности x% будет приравнено 
к 575 л молока жирности (x – 1)%, тогда 
500x = 575(x – 1). Получаем, что базисная 
жирность молока превышает 7%, что невоз-
можно.

С. ШВАЛЕВА, с. Брёхово, Пермский край
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М. БЕРШТЕЙН, А. БЛИНКОВ, 
А. ИВАНИЩУК, 

А. МЯКИШЕВ, П. ЧУЛКОВ,
г. Москва

13 ноября 2010 года состоялась математическая регата 11-х классов, 
в которой приняли участие 55 команд из Москвы, Долго-
прудного, Костромы, Санкт-Петербурга и Переславля. Мно-
гие команды-участники показали высокие результаты, по-
этому призами была награждена 21 команда. Четырнадцать 
лучших команд были награждены также дипломами турни-
ров Архимеда. Абсолютным победителем стала одна из ко-
манд физико-математической школы № 5 (г. Долгопрудный, 
Московская обл.), диплом первой степени также получили 
одна из команд физико-математической школы № 1189 и ко-
манда химического лицея № 1303 (обе из Москвы). Полные 
итоги регаты опубликованы на сервере МЦНМО (http://www.
mccme.ru/olympiads). 

Как обычно, часть заданий придумывалась специально для этой ре-
гаты, а остальные являются математическим фольклором 
или взяты из популярной математической литературы. Тек-
сты решений публикуются в том виде, в котором они готови-
лись для работы жюри. 

Условия задач

Первый тур 
(10 минут; каждая задача — 6 баллов)

1.1. Решите уравнение х6 + х4 + х 2 = 3.
1.2. Существует ли выпуклый многогранник, у которого нечет-

ное количество граней и каждая грань — нечетноугольник?
1.3. Решите уравнение pq + r = r2, если p, q и r — простые 

числа.

Второй тур 
(15 минут; каждая задача — 7 баллов)

2.1. Докажите, что при x > 0, y > 0 и z > 0 выполняется нера-

венство 1.
x y z

y z z x x y
+ + >

+ + +
 

2.2. В треугольнике АВС проведена высота АD, точки Р и Q — 
середины двух других высот, H — ортоцентр (точка пересечения 
высот), Е — середина стороны ВС. Докажите, что точки D, H, P, 
Q и Е лежат на одной окружности.

2.3. Какое наименьшее количество прямых на плоскости надо 
провести, чтобы получить ровно восемь точек их попарного пере-
сечения (три прямые через одну точку проходить не могут)?

11 класс

ТУРНИР АРХИМЕДА
МОСКОВСКАЯ 
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ 
РЕГАТА 
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Яхты, огибающие отметку
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Третий тур 
(20 минут; каждая задача — 8 баллов)

3.1. Найдите наименьшее положительное зна-
чение суммы x + y + z, если 

tg x + tg y + tg z = tg xætg yætg z.
3.2. Можно ли разрезать квадрат на три попар-

но подобных, но не равных прямоугольника?
3.3. Можно ли на шахматной доске поставить 

5 ладей на белые и 3 ладьи на черные клетки так, 
чтобы они попарно не били друг друга?

Четвертый тур 
(25 минут; каждая задача — 9 баллов)

4.1. Известно, что уравнение ax4 + bx3 + cx2 + 
+ bx + a = 0 имеет ровно три корня. Найдите хотя 
бы один из них.

4.2. Докажите, что АI + BI + CI ≥ 6r, где r — 
радиус окружности, вписанной в треугольник 
АВС, I — ее центр.

4.3. При каких натуральных значениях n число 

 единиц

10101...101
n

�������   является простым?

Пятый тур 
(15 минут; каждая задача — 7 баллов)

5.1. Решите уравнение 
arcsin [sin x] = arccos [cos x] 

([a] — целая часть числа а).
5.2. Из точки Р, лежащей на описанной окруж-

ности прямоугольника АВСD, опущены перпен-
дикуляры РМ и РN на его диагонали. Найди-
те MN, если радиус окружности равен R, а угол 
между диагоналями равен α.

5.3. Коля, Леня и Миша сложились по целому 
числу рублей и купили футбольный мяч. Сум-
ма денег, вложенных каждым из них, не превос-
ходит половины суммы, вложенной остальны-
ми. Сколько денег вложил Миша, если мяч сто-
ил 600 рублей?

Ответы, решения, комментарии

1.1. ±1.
Пусть х2 = t ≥ 0, тогда уравнение примет вид: 

t3 + t2 + t = 3. Далее возможны различные спосо-
бы решения.

Способ I. Функция f(t) = t3 + t2 + t возрастает 
на [0; +∞), следовательно, уравнение f(t) = 3 име-
ет не более одного неотрицательного корня. Так 
как f(1) = 3, то исходное уравнение равносильно 
уравнению x2 = 1, то есть x = ±1.

Способ II. 
3 2 3,

0
t t t
t

⎧ + + =⎪
⎨ ≥⎪⎩  

⇔ 
( ) ( )3 21 1 ( 1) 0,

0

t t t

t

⎧ − + − + − =⎪
⎨

≥⎪⎩
 ⇔

⇔ 
( )2( 1) 2 3 0,

0

t t t

t

⎧ − + + =⎪
⎨

≥⎪⎩  

⇔ 2

1

( 1) 2 0,

0

t

t

t

=⎧⎡
⎪⎢ + + =⎨⎣
⎪ ≥⎩

 ⇔ 

⇔ t = 1. 

Таким образом, x = ±1.

1.2. Нет, не существует.
Предположим, что искомый многогранник су-

ществует. Найдем количество его ребер, сложив 
сначала количество ребер в каждой грани. По-
лучится нечетное число. Но каждое ребро явля-
ется общим для двух граней, то есть было учте-
но дважды, значит, при сложении должно полу-
читься четное число. Полученное противоречие 
показывает, что многогранника, описанного в 
условии, не существует.

1.3. p = 2, q = 3, r = 3 или p = 3, q = 2, r = 3.
Приведем уравнение к виду pq = r(r – 1). Да-

лее можно рассуждать по-разному.
Способ I. Правая часть уравнения является 

четным числом при всех натуральных значени-
ях r, следовательно, p = 2 или q = 2. 

Если r = 2, то pq = 2, то есть р = 1 или q = 1, 
что противоречит условию. Следовательно, r — 
нечетное число, тогда число r – 1 четное, то есть 
r – 1 = 2d, где d — натуральное число. Подстав-
ляя, получим, что pq = 2rd. Если d ≠ 1, то в ле-
вой части равенства два простых множителя, а в 
правой части — не меньше трех, что невозмож-
но. Значит, d = 1 и r = 3. При этом если p = 2, то 
q = 3 (или наоборот). 

Способ II. Заметим, что полученное уравне-
ние симметрично относительно переменных p и 
q. Пусть р ≥ q, тогда, так как p и q — простые чис-
ла, то 

,
1 1

r pq
r

=⎧
⎨ − =⎩  

или 
,

1 .
r p
r q

=⎧
⎨ − =⎩

 

Первая система не имеет решений, если p, q и 
r — простые.

Так как одно из чисел r или r – 1 — четное, из 
уравнений второй системы следует, что r – 1 = 2. 
Тогда r = p = 3, q = 2. 

В случае, когда q ≥ p, в силу симметрии полу-
чится: r = q = 3, p = 2.

2.1. Добавим к знаменателям данных дробей 
положительные числа. 
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Тогда: 
x y z x y z

y z z x x y y z x z x y x y z
+ + > + + =

+ + + + + + + + +  

1,
x y z
x y z

+ +
= =

+ +
 

что и требовалось.
Комментарий. Отметим, что можно сделать 

и более точную оценку «снизу» суммы данных 
дробей. Пусть a = x + y, b = y + z, c = z + x, тогда 

,
2

a b c
x y z

+ +
= + +

 поэтому 

,
2

a b c
x

− +
=   ,

2
a b c

y
+ −

=   .
2

b c a
z

+ −
=  

Таким образом, 

2 2 2
x y z a b c a b c b c a

y z z x x y b c a
− + + − + −

+ + = + + =
+ + +

 

1
1 1 1

2
a c a b b c
b b c c a a

⎛ ⎞= − + + + − + + − =⎜ ⎟⎝ ⎠
 

1 3
3 ,

2 2
a b a c b c
b a c a c b

⎛ ⎞= + + + + + − ≥⎜ ⎟⎝ ⎠
 

так как сумма взаимно обратных положитель-
ных чисел больше или равна двум. Равенство до-
стигается, если а = b = c.

2.2. Рассмотрим окружность с диаметром НЕ 
(рис. 1). Так как по условию угол HDE — пря-
мой, то точка D лежит на этой окружности. 
Пусть BB1 и СС1 — высоты треугольника АВС. 
Тогда отрезки ЕР и EQ — средние линии прямо-
угольных треугольников СВ1В и ВС1С соответ-
ственно. Следовательно, ЕР ⊥ ВВ1 и ЕQ ⊥ CC1, то 
есть отрезок НЕ виден из точек Р и Q под углом 
90°. Значит, точки Р и Q также лежат на рассмо-
тренной окружности. 

Рис. 1

2.3. Пять прямых.
Если n прямых расположены так, что любые 

две пересекаются и точки пересечения различ-
ны, то общее количество точек пересечения равно 

( 1)
.

2
n n −

 Для n = 4 это число равно 6, поэтому не-

обходимо провести не менее пяти прямых (если 
какие-то прямые не пересекаются, то количество 
точек попарного пересечения еще меньше). 

Пять прямых можно расположить указанным 
образом. Один из возможных примеров — см. 
рисунок 2 (на чертеже есть две пары параллель-
ных прямых).

Рис. 2

3.1. π.
Преобразуем данное равенство: 

tg x + tg y + tg z = tg xætg yætg z ⇔ 
⇔ tg x + tg y = – tg z (1 – tg xætg y),

и рассмотрим два случая:
1. 1 – tg xætg y = 0. Тогда tg x и tg y — взаим-

но обратные числа, но в этом случае исходное ра-
венство примет вид 

1
tg tg tg ,

tg
x z z

x
+ + =

что не выполняется ни при каких значениях z.
2. 1 – tg xætg y ≠ 0. Тогда равенство примет 

вид: 
tg tg

tg
1 tg tg

x y
z

x y

+
= −

−
  ⇔ 

⇔ tg (x + y) = tg (–z) ⇔ x + y + z = πn, n ∈ Z.

Следовательно, наименьшее положительное 
значение x + y + z равно π.

Так как функция тангенс определена не везде, 
то осталось указать какие-нибудь значения пере-
менных, для которых x + y + z = π и при этом вы-
полняются условия: сos x ≠ 0, сos y ≠ 0 и сos z ≠ 0 
(условие cos (x + y) ≠ 0 для этого случая выпол-
няется автоматически). Такие значения суще-

ствуют, например, .
3

x y z
π

= = =  

Комментарий. Отметим, что существуют и 
другие способы преобразования данного равен-
ства, в частности использующие формулу сум-
мы тангенсов. При этом при любом способе ре-
шения необходимо учитывать изменения обла-
стей определений выражений. 

3.2. Да, можно.
Для удобства рассмотрим квадрат со стороной 1. 

Разобьем его на три прямоугольника (рис. 3) и 
докажем, что существуют такие x и y (0 < x < 1, 
0 < y < 1), что эти прямоугольники попарно по-
добны.
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Рис. 3

Подобие прямоугольников означает, что у 
этих прямоугольников отношение большей сто-
роны к меньшей одинаково, то есть 

1 1 1
.

1
x y

x y x
− −

= =
−

 

Из первой пропорции получим, что y = x – x2, 
значит, 1 – y = 1 – x + x2. Подставляя эти выраже-
ния во вторую пропорцию, получим уравнение 

21 1
.

(1 ) 1
x x x

x x x
− − +

=
− −

  

Так как знаменатели дробей положительны, 
то оно равносильно кубическому уравнению 

x3 – x2 + 2x – 1 = 0. 
Докажем, что такое уравнение имеет хотя бы 

один корень в интервале (0; 1). Действительно, 
функция f(x) = x3 – x2 + 2x – 1 непрерывная (так как 
представляет собой многочлен) и при этом f(0) = –1, 
а f(1) = 1, то есть на [0; 1] функция принимает зна-
чения разных знаков. Следовательно, внутри этого 
отрезка найдется такое число x0, что f(x0) = 0. 

Найдем и оценим соответствующее значение y: 
( )22

0 0 0 0 0,5 0,25.y x x x= − = − − +   
Если 0 < x0 < 1, то 0 ≤ (x0 – 0,5)2 < 0,25, значит, 

0 < y0 ≤ 0,25. 
При таком значении y0 синий и зеленый пря-

моугольники не равны. Таким образом, требуе-
мое разрезание квадрата возможно.

Комментарий. Можно доказать, что получен-
ный многочлен имеет единственный действи-
тельный корень. Для этого достаточно найти его 
производную: f R(x) = 3x2 – 2x + 2, и проверить, 
что дискриминант этого трехчлена отрицатель-
ный, то есть f R(x) > 0. Значит, f(x) — возрастаю-
щая функция. 

Также можно доказать, что с точки зрения ге-
ометрии других вариантов разрезания квадра-
та на подобные прямоугольники не существует, 
поэтому указанный в решении способ разреза-
ния — единственный. При этом отношение сто-
рон прямоугольников будет выражаться через 
кубические корни, поэтому построение такого 
разбиения произвольного квадрата только с по-
мощью циркуля и линейки невозможно.

3.3. Нет, нельзя.
Рассмотрим шахматную доску со стандарт-

ной раскраской (левый нижний угол — черный). 
Занумеруем строки и столбцы шахматной до-
ски так, как показано на рисунке 4, тогда каж-
дой клетке будет соответствовать пара натураль-
ных чисел (m; n), где 1 ≤ m ≤ 8 и 1 ≤ n ≤ 8, которую 
можно считать координатами этой клетки. 

Рис. 4

Пусть восемь ладей не бьют друг друга, тог-
да в каждой горизонтали и в каждой вертикали 
стоит ровно по одной ладье. В этом случае сумма 
координат всех занятых ладьями клеток равна 
2(1 + 2 + 3 + … + 8) — четному числу. Заметим, 
что каждая черная клетка имеет четную сумму 
координат, а каждая белая клетка — нечетную. 
Таким образом, сумма координат пяти белых 
клеток, в которых расположены ладьи, нечетна. 
Следовательно, и сумма координат всех восьми 
клеток, в которых расположены ладьи, нечетна. 
Полученное противоречие показывает, что тре-
буемая расстановка невозможна.

4.1. Если а = 0, то уравнение имеет корень 0; 
если а ≠ 0, то один из корней уравнения 1 или –1. 

Рассмотрим два случая: 1) а = 0; 2) а ≠ 0. 
1. Если а = 0, то данное уравнение примет вид: 

bx3 + cx2 + bx = 0 ⇔ x(bx2 + cx + b) = 0 ⇔
⇔ x = 0 или bx2 + cx + b = 0.

Таким образом, второе уравнение должно 
иметь два различных корня, отличных от нуля. 
Для этого необходимо и достаточно, чтобы оно 
было квадратным и его дискриминант был по-

ложительным, то есть 
0,

| | 2 | | .

b

c b

≠⎧
⎨ >⎩

 Такие уравне-

ния существуют, например, x2 + 3x + 1 = 0.
2. Если а ≠ 0, то x = 0 не является корнем дан-

ного уравнения, тогда, разделив обе его части 
на x2, получим уравнение 

2
2

1 1
0,a x b x c

x x
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

равносильное данному.
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Заметим, что если число m является корнем

полученного уравнения, то и число 1
m

  являет-

ся его корнем. Следовательно, чтобы количество 

корней такого уравнения было нечетным, необ-
ходимо выполнение условия: 

1
x

x
=   ⇔ x = ±1.

Осталось показать, что это условие является 
достаточным, то есть что уравнения указанного 
вида, имеющие ровно три корня, один из кото-
рых равен как 1, так и –1, существуют.

Пусть 1
x y

x
+ =  (| y | ≥ 2), тогда исходное уравне-

ние примет вид: 
ay2 + by + (c – 2a) = 0. 

Для того, чтобы исходное уравнение имело три 
корня, достаточно, чтобы полученное квадратное 
уравнение имело два корня, y1 и y2, при этом 

y1 = 2 и y2 > 2 или y1 = –2 и y2 < –2. 
Используя обратную теорему Виета, неслож-

но привести примеры: 
1) для корня x = 1: y1 = 2, и пусть y2 = 3, тогда 

a = 1, b = –5, c = 8;
2) для корня x = –1: y1 = –2, и пусть y2 = –3, 

тогда a = 1, b = 5, c = 8.

4.2. Пусть в треугольнике АВС: ВС = а, АС = b, 
AB = c, ∠ А = α, ∠ B = β, ∠ C = γ. 

Способ I. Предварительно докажем лемму. Если 
А1 — основание биссектрисы этого треугольника, 

проведенной из вершины А, то 
1

IA b c
IA a

+
=   (рис. 5).

Рис. 5

Для удобства введем следующие обозначе-
ния: BA1 = xa, CA1 = ya. Тогда, используя свой-
ство биссектрисы треугольника, получим систе-

му уравнений 
,

.

a

a

a a

x c
y b
x y a

⎧ =⎪
⎨
⎪ + =⎩

 Ее решения: 

,a

ac
x

b c
=

+
 .a

ab
y

b c
=

+

Используя далее, что BI — биссектриса тре-
угольника АВА1, получим: 

1 1

,
a

IA AB c c b c
acIA BA x a

b c

+
= = = =

+
что и требовалось.

Перейдем к доказательству неравенства. Со-
единим точку I с точкой K касания вписанной 
окружности и стороны ВС (рис. 6). Если АВ ≠ АС, 
то точки А1 и K различны, тогда в прямо угольном 
треугольнике IKA1 должно выполняться нера-
венство: IA1 > IK = r (в противном случае IA1 = r). 
Таким образом, IA1 ≥ r.

Рис. 6

Используя доказанную лемму, получим, что 

1 .
b c b c

AI IA r
a a
+ +⎛ ⎞= ⋅ ≥ ⎜ ⎟⎝ ⎠

 

Аналогичными рассуждениями получим еще 

два неравенства: c a
BI r

b
+

≥  и .
a b

CI r
c
+

≥  Сложив 

почленно три неравенства, получим: 

b c c a a b
AI BI CI r

a b c
+ + +⎛ ⎞+ + ≥ + + =⎜ ⎟⎝ ⎠

6
a b b c c a

r r
b a c b a c

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + + + ≥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

(так как сумма взаимно обратных положитель-
ных чисел больше или равна двум).

Рис. 7
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Способ II. Опустим перпендикуляры из точки 
I на стороны треугольника (рис. 7), тогда 

sin sin sin
2 2 2

r r r
AI BI CI+ + = + +α β γ .

 Тогда останется доказать, что 
1 1 1

6.
sin sin sin

2 2 2

+ + ≥α β γ  

Это можно делать по-разному. Приведем как гео-
метрический, так и аналитический способы рас-
суждений.

Геометрический способ. Докажем, что 

sin .
2

a
b c

α
≤

+
 Действительно, опустим перпенди-

куляры BBR и СС R на биссектрису АА1 треуголь-
ника АВС (см. рис. 7), тогда 

sin sin .
2 2

CC BB b c BC a
α α

+ = + ≤ =′ ′

Аналогично доказывается, что 

sin
2

b
a c

β
≤

+
 и sin .

2
c

a b
γ

≤
+

 

Следовательно, 
1 1 1

6
sin sin sin

2 2 2

b c a c a b
a b c
+ + +

+ + ≥ + + ≥α β γ

(как было показано выше). 
Комментарий. Отметим, что этот способ ре-

шения можно модифицировать, поскольку 

3

1 1 1 3

sin sin sin sin sin sin2 2 2 2 2 2

+ + ≥α β γ α β γ⋅ ⋅

(неравенство между средним арифметическим и 
средним геометрическим). Тогда останется дока-
зать неравенство 

1
sin sin sin .

2 2 2 8
α β γ

⋅ ⋅ ≤

Это можно сделать как способом, указанным 
выше (выразив каждый синус через стороны 
треугольника), так и по-другому: отдельно дока-
зать равенство 

4
sin sin sin ,

2 2 2 4
r
R

α β γ
⋅ ⋅ =

где R — радиус окружности, описанной около 
данного треугольника, и использовать затем со-
отношение R ≥ 2r.

Аналитический способ. Рассмотрим функ-

цию 1
( )

sin
f x

x
=  на (0; π) и докажем, что ее график 

расположен выпуклостью вниз. Действительно, 

f R(x) = (sin–1 x)R = –(sin x)–2æcos x, 

f S (x) = –(–2(sin x)–3æcos2 x – sin xæ(sin x)–2) =
2 2

3

sin 2 cos
0.

sin
x x

x
+

= >

Тогда по неравенству Йенсена для функций 
такого вида: 

( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 .
3 3

f x f x f x x x x
f

+ + + +⎛ ⎞≥ ⎜ ⎟⎝ ⎠
Применяя это неравенство для 

1 ,
2

x
α

=  2 ,
2

x
β

=  3 2
x

γ
=

получим: 
1 1 1 1

3 6,
sin sin sin sin

2 2 2 6

+ + ≥ ⋅ =α β γ α + β + γ

так как α + β + γ = π.
Таким образом, АI + BI + CI ≥ 6r, что и требо-

валось.
Комментарий.  Отметим также, что из приве-

денных рассуждений следует, что доказанное не-
равенство обращается в равенство тогда и только 
тогда, когда треугольник АВС — равносторонний.

4.3. Только при n = 2.
При n = 1 данное число также равно 1, то есть 

не простое. При n = 2 данное число равно 101 — 
простое. Докажем, что при всех n > 2 число 

 единиц

10101...101
n

�������  будет составным.

Способ I. Если n — четное, то число 
 единиц

10101...101
n

�������  

делится на 101, то есть оно не простое. Если n — 
нечетное, то 

 единиц  единиц2

11 10101...101 111...11.
n n

⋅ =������� �����  Послед-

нее число делится на 
 единиц

111...11.
n
�����  Так как n нечет-

но, то числа 11 и 
 единиц

111...11
n
�����  взаимно просты, сле-

довательно, число 
 единиц

10101...101
n

�������  также делится на 

 единиц

111...11,
n
�����  то есть оно составное.

Способ II. Запишем число 
 единиц

10101...101
n

�������  в виде 

суммы геометрической прогрессии: 

 единиц

2 210101...101 1 100 10 000 ... 10 n

n

−= + + + + =�������

( )( )2 10 1 10 110 1
.

99 99

n nn − +−
= =

При n > 2 оба множителя в числителе боль-
ше 99. Значит, после сокращения исходное чис-
ло будет представлено в виде произведения 
двух множителей, отличных от 1, то есть число 

 единиц

10101...101
n

�������  — составное. 

Комментарий. Завершить это рассуждение 
можно и по-другому. Полученное дробное вы-
ражение является натуральным составным чис-
лом, так как при четных n первый множитель 
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делится на 99, а при нечетных n первый множи-
тель делится на 9, а второй — на 11 (по признаку 
делимости на 11). 

5.1. { }2 | 2 | .
2

n n k k
π⎧ ⎫π ∈ + π ∈⎨ ⎬

⎩ ⎭
∪Z Z  

Заметим, что [sin x] и [cos x] могут прини-
мать только три значения: 0; 1 или −1. При 
этом arcsin 0 = 0 = arccos 1, arcsin1 arccos 0,

2
π

= =  

( )arcsin 1 ,
2
π

− = −  а это число не входит в область 

значений арккосинуса. Таким образом, исхо-
дное равенство выполняется, если 

sin 0,
cos 1

x
x

=⎧
⎨ =⎩

 или 
sin 1,
cos 0.

x
x

=⎧
⎨ =⎩

 

Решением первой системы является x = 2πn, 
где n ∈ Z, а решением второй системы является 

2 ,
2

x k
π

= + π  где k ∈ Z. 

Комментарий. Можно также построить в одной 
системе координат графики функций, стоящих в 
левой и правой частях равенства на каком-нибудь 
промежутке длиной 2π, так как это число являет-
ся общим периодом этих функций.

5.2. R sin α.
Пусть точка Р располагается, например, на 

меньшей дуге ВС данной окружности (рис. 8). 
Так как ∠ РМО = ∠ РNО = 90°, то около четыре-
хугольника MPNO можно описать окружность с 
диаметром РО. Треугольник MON вписан в эту 

окружность, поэтому 
sin

MN
PO

BOC
=

∠
 (по след-

ствию из теоремы синусов). По условию, 

∠ ВОС = α или ∠ ВОС = 180° – α, 
что в данном случае не существенно, так как 

sin (180° – α) = sin α. 
Таким образом, MN = POæsin α = R sin α.

Рис. 8

5.3. 200 рублей.
Пусть мальчики заплатили x, y и z рублей. Без 

ограничения общности можно считать, что x — 
наибольшее из этих чисел, то есть x ≥ y и x ≥ z. По 

условию, ,
2

y z
x

+
≤  поэтому 

z ≤ x ≤ y или y ≤ x ≤ z. 
Следовательно, x = y = z. Таким образом, все 

мальчики заплатили поровну, а именно, по 200 
рублей.

Ф О ТО  Н А  КО Н К У Р С

Математические объекты из 
ниток, ткани, бумаги

Ежегодно в школе мы проводим не-

делю математики для учащихся 

5–11 классов. В этом году неделя про-

ходила под названием «Геометрия 

вокруг нас», и завершилась она вы-

ставкой творческих работ. Некото-

рые из этих работ можно видеть на 

фотографии.

Авторы: О.А. Дерябина, 
Л.Н. Радзюкевич, О.Г. Шалимова, 
учителя математики средней 

школы № 137,  г. Самара
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А. КОРЯНОВ, 
А. ПРОКОФЬЕВ,
г. Брянск, г. Москва

ГОТОВИМ К ЕГЭ 
ХОРОШИСТОВ И 
ОТЛИЧНИКОВ
РЕШЕНИЕ НЕРАВЕНСТВ 
АЛГЕБРАИЧЕСКИМИ МЕТОДАМИ

Лекция 3

 Задание С3 контрольно-измерительных мате-
риалов — это задание повышенного уровня сложности, представля-
ющее неравенство, содержащее рациональные, иррациональные, 
показательные, логарифмические или модульные выражения. При 
решении этих неравенств учащиеся должны показать знания тео-
рем о равносильности неравенств определенного вида, умения ис-
пользовать стандартные и нестандартные методы решения. 

Максимальное число баллов за решение этого типа заданий на 
экзамене в 2010 г. получили лишь 1,5% приступивших к его ре-
шению. Наряду с представленным разнообразием методов реше-
ния неравенств имело место и многообразие ошибок, допущен-
ных учащимися. 

При подготовке по данной теме особое внимание следует уде-
лить применению метода интервалов и использованию свойств 
функций.

Мы сделали подборку заданий исходя из материалов ЕГЭ по-
следних двух лет и доступных нам пробных и тренировочных ва-
риантов.

Для удобства материал лекций разбит на разделы, что позво-
лит учителю сформировать у учащихся целостное представление 
о методах решения неравенств и дать им возможность переосмыс-
лить их с единой точки зрения.

Напомним, что полное правильное решение задания С3 с раз-
вернутым ответом оценивается 3 баллами. При решении задачи 
допустимы любые математические методы — алгебраические, 
функциональные, графические, геометрические и т.д.

При алгебраическом подходе выполняют равносильные преоб-
разования неравенств, в частности, тождественные преобразова-
ния отдельных выражений, входящих в неравенство.

При функциональном подходе используют свойства функций 
(монотонность, ограниченность и т.д.). В некоторых случаях ал-
гебраический и функциональный подходы взаимно заменяемы. 
Например, утверждение 

Если обе части неравенства g(x) > h(x) возвести в одну и ту 
же нечетную степень, то получим неравенство g2n + 1(x) > 
> h2n + 1(x), равносильное данному

можно заменить другим утверждением:
По свойству строго возрастающей функции y = t2n + 1, n ∈ N, на 
R неравенства g(x) > h(x) и g2n + 1(x) > h2n + 1(x) равносильны.
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При решении неравенств используют пре-
образования (возведение в четную или нечет-
ную степень, логарифмирование, потенцирова-
ние), позволяющие привести неравенство к бо-
лее простому виду. В процессе преобразований 
исходного неравенства, множество решений ко-
торого либо такое же, либо шире (можно полу-
чить посторонние решения), либо уже (можно 
потерять решения). Поэтому важно знать, ка-
кие преобразования неравенства являются рав-
носильными, какие преобразования выраже-
ний являются тождественными и при каких 
условиях.

Сведение неравенства к равносильной 
системе или совокупности систем

Как правило, равносильные преобразования 
выполняются для упрощения исходного нера-
венства и, в частности, для освобождения нера-
венства от знаков корня, модуля, логарифма и от 
степеней.

Ниже будут приведены схемы решения неко-
торых стандартных неравенств определенного 
вида. При этом отметим, что на практике неко-
торые цепочки преобразований делают короче, 
пропуская очевидные преобразования. Напри-
мер, вместо длинной цепочки преобразований:

2 2( ) ( ),n nf x g x>  n ∈ N ⇔ 

⇔ 
( ) ( )2 22 2( ) ( ) ,

( ) 0,
( ) 0

n nn nf x g x

f x
g x

⎧ >⎪⎪ ≥⎨
⎪ ≥⎪⎩

 ⇔ 
( ) ( ),
( ) 0,
( ) 0

f x g x
f x
g x

⎧ >
⎪ ≥⎨
⎪ ≥⎩

 ⇔ 

⇔ 
( ) ( ),
( ) 0,

f x g x
g x

>⎧
⎨ ≥⎩

можно использовать краткую схему решения:

2 2( ) ( ),n nf x g x>  n ∈ N ⇔ 
( ) ( ),
( ) 0,

f x g x
g x

>⎧
⎨ ≥⎩

Расщепление неравенств
Одним из стандартных видов преобразова-

ния неравенства является приведение его к не-
равенству, в котором левая часть представляет 
собой произведение (частное) двух выражений, 
а правая — равна нулю. После такого преобра-
зования применяют правило расщепления не-
равенств, опирающееся на правило знаков при 
умножении (делении) положительных или отри-
цательных чисел.

При применении правила расщепления необ-
ходимо выписать совокупность систем неравенств 
в соответствии с логическим перебором случаев, 
а затем решить каждую из этих систем и объеди-
нить в ответе полученные множества решений:

• f(x)æg(x) ≥ 0 ⇔ 

( ) 0,
( ) 0

( ) 0,
( ) 0;

f x
g x

f x
g x

≥⎡⎧
⎨⎢ ≥⎩⎢

⎢ ≤⎧⎢⎨ ≤⎢⎩⎣

• f(x)æg(x) ≤ 0 ⇔ 

( ) 0,
( ) 0

( ) 0,
( ) 0;

f x
g x

f x
g x

≥⎡⎧
⎨⎢ ≤⎩⎢

⎢ ≤⎧⎢⎨ ≥⎢⎩⎣

• 
( )

0
( )

f x
g x

≥  ⇔ 

( ) 0,
( ) 0

( ) 0,
( ) 0;

f x
g x

f x
g x

≥⎡⎧
⎨⎢ >⎩⎢

⎢ ≤⎧⎢⎨ <⎢⎩⎣

• 
( )

0
( )

f x
g x

≤  ⇔ 

( ) 0,
( ) 0

( ) 0,
( ) 0.

f x
g x

f x
g x

≥⎡⎧
⎨⎢ <⎩⎢

⎢ ≤⎧⎢⎨ >⎢⎩⎣

Аналогичные схемы расщепления записыва-
ют для строгих неравенств.

Покажем применение правила расщепления 
при решении неравенств, содержащих рацио-
нальные выражения.

Неравенства, содержащие 
рациональные выражения

Пример 1.   Решить неравенство 
5

0.
3

x
x

+
≤

−
Решение. Частное двух выражений отрица-

тельно тогда и только тогда, когда выражения, 
стоящие в числителе и знаменателе, имеют раз-
ные знаки. Отсюда получаем совокупность двух 
систем неравенств:

5 0,
3 0

5 0,
3 0

x
x

x
x

+ ≥⎡⎧
⎨⎢ − <⎩⎢

⎢ + ≤⎧⎢⎨ − >⎢⎩⎣

 ⇔ 

5,
3

5,
3.

x
x

x
x

≥ −⎡⎧
⎨⎢ <⎩⎢

⎢ ≤ −⎧⎢⎨ >⎢⎩⎣

Решения первой системы неравенств образу-
ют промежуток [–5; 3), а вторая система не име-
ет решений. Объединяя полученные множества 
решений, получаем промежуток [–5; 3).

Ответ: [–5; 3).

Метод интервалов
В процессе решения может оказаться, что в 

левой части неравенства количество сомножи-
телей довольно велико, а значит, непосредствен-
ное применение правил расщепления приводит 
к трудоемкому решению. В этом случае оказыва-
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ется эффективным применение метода интер-
валов.

В основе метода интервалов лежат следующие 
положения: 

1. Знак произведения (частного) однозначно 
определяется знаками сомножителей (делимого 
и делителя).

2. Знак произведения не изменится (изменит-
ся на противоположный), если изменить знак у 
четного (нечетного) числа сомножителей.

3. Знак многочлена справа от большего (или 
единственного) корня совпадает со знаком его 
старшего коэффициента. В случае отсутствия кор-
ней знак многочлена совпадает со знаком его стар-
шего коэффициента на всей области определения.

Сформулируем свойство чередования знака 
линейного двучлена ax + b (a ≠ 0): 

При переходе через значение 0

b
x

a
= −  знак 

выражения ax + b меняется на противопо-
ложный. 

Знание свойства чередования знака линейно-
го двучлена ax + b позволяет не приводить ли-
нейные двучлены к каноническому виду x – x0.

Свойство двучлена ax + b лежит в основе метода 
интервалов и часто используется при решении ал-
гебраических неравенств более высоких степеней.

Рассмотрим выражение
                      f(x) = f1(x)æf2(x)æ…æfn(x), (*)

где fi(x) = aix + bi, причем все выражения попар-
но различны. Выражению (*) соответствует раз-
биение числовой прямой на интервалы точками 

i
i

i

b
x

a
= −  (i = 1, 2, …, n). Метод интервалов опира-

ется на следующее свойство чередования знака 
выражения (*): 

При переходе через точку i
i

i

b
x

a
= −  из одного 

интервала в смежный с ним интервал знак 
значения выражения (*) меняется на про-
тивоположный.

Действительно, при переходе через точку 
i

i

b
x

a
= −  в выражении (*) меняет знак только один 

множитель: aix + bi.
Аналогично можно провести рассуждения для 

выражения ( )
,

( )
P x
Q x

 где P(x) и Q(x) — выражения 

вида (*).

Пример 2.  Решить неравенство 

( )( )322 5 3 3 0.x x x− + − <

Решение. Перепишем неравенство в следую-
щем виде:

( )3(2 3)( 1) 3 0,x x x− − − <
и далее используем метод интервалов.

1. Обозначим ( )3( ) (2 3)( 1) 3 .f x x x x= − − −
2. D(f) = R.

3. f(x) = 0, ( )3(2 3)( 1) 3 0.x x x− − − =  Отсюда по-

лучаем корни уравнения: 1; 1,5; 3 3. Так как 1 < 

3 < 1,53 = 3,375, то 
31 3 1,5.< <

4. Так как f(0) > 0, то расставляем знаки в соот-
ветствии с правилом знакочередования, как по-
казано на рисунке 1.

Рис. 1

Получаем все значения ( )31; 3 (1,5; ),x ∈ + ∞∪  
при которых f(x) < 0.

Ответ: ( )31; 3 (1,5; ).+ ∞∪

Заметим, что при решении неравенств f(x) ∨ 0 

или ( )
0

( )
P x
Q x

∨  методом интервалов, где символ «∨» 

заменяет один из знаков неравенств: «>», «<», 
«≥», «≤», можно обойтись без промежуточных 

вычислений, если выражение f(x) или 
( )
( )

P x
Q x

 со-

держит все линейные двучлены с положитель-
ными старшими коэффициентами или записано 
в каноническом виде: 

(x – a1)æ(x – a2)æ…æ(x – an) 
или

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2

1 2

...
.

...
n

m

x a x a x a

x b x b x b

− ⋅ − ⋅ ⋅ −
− ⋅ − ⋅ ⋅ −

В этом случае на самом правом промежутке 
двучлены положительны, а значит, выражение 

f(x) или ( )
( )

P x
Q x

 положительно. Далее на промежут-

ках расставляют знаки в соответствии с прави-
лом знакочередования.

Пример 3.   Решить неравенство 
2

2

2 3
3.

4 3
x x
x x

− +
> −

− +
Решение. Приведем неравенство к виду 

( 1,5)( 2)
0

( 1)( 3)
x x
x x
− −

>
− −

и используем метод интервалов.

1. Пусть ( 1,5)( 2)
( ) .

( 1)( 3)
x x

f x
x x
− −

=
− −

2. D(f) = (–∞; 1) c (1; 3) c (3; +∞).
3. Из уравнения f(x) = 0, или (x – 1,5)(x – 2) = 0, 

найдем корни: 1,5 и 2, которые принадлежат D(f).
4. Так как в записи выражения f(x) все двучле-

ны записаны в каноническом виде, то на проме-
жутке (3; +∞) выражение f(x) положительно. На 
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остальных промежутках расставляем знаки по 
правилу знакочередования (рис. 2).

Рис. 2

Следовательно, f(x) > 0 при всех значениях 
x ∈ (–∞; 1) c (1,5; 2) c (3; +∞).

Ответ: (–∞; 1) c (1,5; 2) c (3; +∞).

Первое обобщение метода интервалов
Пусть дано выражение вида

              
1 2

1 2( ) ( ) ( ) ... ( ),nkk k
nf x f x f x f x= ⋅ ⋅ ⋅  (**)

где fi(x) = aix + bi, причем все выражения aix + bi 
попарно различны, а k1, k2, …, kn — фиксирован-
ные натуральные числа.

Для решения неравенства f(x) ∨ 0, где выраже-
ние f(x) имеет вид (**), используется обобщенный 
метод интервалов, который опирается на следу-
ющее правило чередования знака выражения: 

При переходе через точку i
i

i

b
x

a
= −  из одного 

интервала в смежный знак значения вы-
ражения (**) меняется на противополож-
ный, если ki — нечетное число, и не меня-
ется, если ki — четное число.

Пример 4.  Решить неравенство 

( )2 16
( 3) 7 2 0.

25
x x x⎛ ⎞− − − ≤⎜ ⎟⎝ ⎠

Решение. 1. Рассмотрим выражение

( )2 16
( ) ( 3) 7 2 .

25
f x x x x⎛ ⎞= − − −⎜ ⎟⎝ ⎠

 

2. D(f) = R.
3. Решим уравнение f(x) = 0, или 

( )2 16
( 3) 7 2 0.

25
x x x⎛ ⎞− − − =⎜ ⎟⎝ ⎠

 

Отсюда x = 3, или 7,x =  или x = 2,64.
Сравним полученные числа. Так как 7 < 9, то 

7 9<  и 7 3.<  
Аналогично из неравенства 7 > 2,642 = 6,9696 

получаем: 27 2,64>  и 7 2,64.>  
4. Так как в записи выражения f(x) все двучле-

ны записаны в каноническом виде, то на проме-
жутке (3; +∞) выражение положительно. Далее 
расставляем знаки, учитывая кратность корней, 
как показано на рисунке 3.

Рис. 3

Отсюда f(x) ≤ 0 при всех значениях 

{ }2,64; 7 3 .x ⎡ ⎤∈⎣ ⎦ ∪

Ответ: { }2,64; 7 3 .⎡ ⎤⎣ ⎦ ∪

Методические рекомендации. Опишем один 
из способов составления большого количества 
различных неравенств с заданными ответами.

Используя метод неопределенных коэффици-
ентов, дробь вида 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2

1 2

...
,

...
n

m

x a x a x a

x b x b x b

− ⋅ − ⋅ ⋅ −
− ⋅ − ⋅ ⋅ −

  

где n < m, можно разложить на сумму дробей
1 2

1 2

... .m

m

A A A
x b x b x b

+ + +
− − −

 

Например, представим выражение 
( )( 3)

( 2)( 1)( 2)
x a x

x x x
− −

− − +
 

в виде суммы дробей .
2 1 2

A B C
x x x

+ +
− − +

 

Для этого сложим дроби и приравняем числите-
ли. Получим равенство двух многочленов второй 
степени, верное при всех x, не равных –2; 1; 2:

(x – a)(x – 3) =
= A(x – 1)(x + 2) + B(x – 2)(x + 2) + C(x – 2)(x – 1).

Далее подставим последовательно в это равен-
ство x = 1, x = 2 и x = –2. В итоге получим три со-
отношения:

2( 1) 3 ,
2 4 ,

5( 2) 12

a B
a A

a C

⎧ − = −
⎪ − =⎨
⎪ + =⎩

 ⇔ 

2(1 )
,

3
2

,
4

5( 2)
.

12

a
B

a
A

a
C

−⎧ =⎪
⎪ −⎪ =⎨
⎪

+⎪ =⎪⎩

 

Теперь, придавая a разные значения, будем 
получать значения A, B, C. Например, при a = 3 

получаем: 1
,

4
A =  4

,
3

B = −  25
,

12
C =   то есть 

( 3)( 3) 1 4 25
,

( 2)( 1)( 2) 4( 2) 3( 1) 12( 2)
x x

x x x x x x
− −

= − +
− − + − − +

 

или 
12( 3)( 3) 3 16 25

.
( 2)( 1)( 2) 2 1 2

x x
x x x x x x

− −
= − +

− − + − − +
 

Таким образом, учитель, имея неравенство 
( 3)( 3)

0
( 2)( 1)( 2)

x x
x x x

− −
≥

− − +
 с готовым ответом, предлагает 

ученику решить неравенство 3 16 25
0.

2 1 2x x x
− + ≥

− − +

Значения коэффициентов A, B, C зависят от 
значения параметра a, поэтому, меняя значения 
для a, получаем разные рациональные неравен-
ства с известным ответом.

Тренировочные упражнения
Решите неравенство (1–5). 

1. 
2 8 15

0.
5

x x
x

− +
≥

−

2. ( )2 6
( 4) 5 2 0.

25
x x x⎛ ⎞− − − ≤⎜ ⎟⎝ ⎠  
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3. 
( 2)( 4)( 7)

1.
( 2)( 4)( 7)
x x x
x x x

− − −
>

+ + +
 

4. 
2

2

6 8 4
0.

1 3 2
x x x

x x x
− + −

+ ≤
− − +

 

5. 
2 2

2 2

3 2 1 2 3 1
.

2 5 3 3 7 4
x x x x
x x x x

− − − +
<

+ + + +
 

Неравенства, содержащие 
иррациональные выражения

Решение иррациональных неравенств основа-
но на свойствах числовых неравенств:

Если обе части неравенства — положи-
тельные числа, то при их возведении в по-
ложительную четную степень знак нера-
венства сохраняется:

0 < a < b ⇔ a2n < b2n, n ∈ N.
Если обе части неравенства возвести в по-
ложительную нечетную степень, то знак 
неравенства сохраняется:

a < b ⇔ a2n + 1 < b2n + 1, n ∈ N.

Пример 5.  Решить неравенство 
18 2 .x x+ < −

Решение. Если 2 – x < 0 или 2 – x = 0, то ис-
ходное неравенство не выполняется, так как 

18 0.x + ≥  
Пусть 2 – x > 0, тогда при возведении обеих 

частей неравенства в квадрат получим на его об-
ласти определения равносильную систему нера-
венств:

218 (2 ) ,
18 0,

2 0

x x
x

x

⎧ + < −
⎪ + ≥⎨
⎪ − >⎩

 ⇔ 
( 7)( 2) 0,

18,
2.

x x
x
x

⎧ − + >
⎪ ≥ −⎨
⎪ <⎩

На рисунке 4 представлен графический способ по-
лучения решения последней системы неравенств.

Рис. 4

На рисунке 5 представлен другой способ графи-
ческого решения последней системы неравенств с 
использованием одной числовой прямой Ox. 

Рис. 5

В итоге получаем: –18 ≤ x < –2 — решение си-
стемы.

Ответ: –18 ≤ x < –2.

Рассуждения, рассмотренные при решении 
данного неравенства, позволяют в дальнейшем 
использовать алгоритм решения неравенств по-
добного вида:

2 ( ) ( ),n f x g x<  n ∈ N ⇔ 

2( ) ( ),
( ) 0,
( ) 0.

nf x g x
f x
g x

⎧ <
⎪ ≥⎨
⎪ >⎩

Аналогично можно получить алгоритмы ре-
шения иррациональных неравенств следу-

ющих видов: 2 ( ) ( ),n f x g x∨  2 2( ) ( ),n nf x g x∨  
2 1 2 1( ) ( ),n nf x g x+ +∨  2 1 ( ) ( ).n f x g x+ ∨

Пример 6.  (МИЭТ, 1999.) Решить неравенство 
2 210 9 2 3.x x x x+ + ≥ − −

Решение. 1. Если x2 – 2x – 3 ≥ 0, то обе части не-
равенства неотрицательны. После возведения в ква-
драт обеих частей неравенства получим неравенство, 
равносильное исходному, то есть получим систему 
неравенств, равносильную данному неравенству:

               

( )22 2

2

10 9 2 3 ,

2 3 0.

x x x x

x x

⎧ + + ≥ − −⎪
⎨

− − ≥⎪⎩
 (I)

Для второго неравенства системы (I) имеем:
x2 – 2x – 3 ≥ 0 при x ∈ (–∞; –1] c [3; +∞).

Первое неравенство системы (I) приводим к виду:
(x + 1)(x + 9) ≥ (x + 1)2(x – 3)2 ⇔

⇔ (x + 1)((x + 1)(x – 3)2 – (x + 9)) ≤ 0 ⇔ 
⇔ (x + 1)x(x2 – 5x + 2) ≤ 0 ⇔ 

⇔ 5 17 5 17
( 1) 0.

2 2
x x x x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− +
+ − − ≤⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Заметим, что 
5 17 5 17

0 .
2 2

− +
< <

Отметим на числовой прямой (рис. 6) множе-
ство решений первого неравенства системы (I).

Рис. 6

Тогда решениями системы (I) являются (рис. 7) 
все значения

{ } 5 17
1 3; .

2
x

⎡ ⎤+
∈ − ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∪

Рис. 7

П
О

В
Ы

Ш
Е

Н
И

Е
 К

В
А

Л
И

Ф
И

К
А

Ц
И

И
 /

 Л
Е

К
Т

О
Р

И
Й



5555  МАТЕМАТИКА    ноябрь    2011  

2. Пусть x2 – 2x – 3 < 0. Так как 2 10 9 0,x x+ + ≥  
то исходное неравенство выполняется на области его 
определения, то есть получаем систему неравенств

                                 

2

2

10 9 0,

2 3 0.

x x

x x

⎧ + + ≥⎪
⎨

− − <⎪⎩
 (II) 

Для системы (II) имеем:
x2 + 10x + 9 ≥ 0 при x ∈ (–∞; –9] c [–1; +∞);
x2 – 2x – 3 < 0 при x ∈ (–1; 3).
Следовательно, решением системы (II) будет 

x ∈ (–1; 3).
Объединяя множество решений систем (I) и 

(II), получаем ответ.

Ответ: 5 17
1; .

2

⎡ ⎤+
−⎢ ⎥

⎣ ⎦

Пример 7.  (МИОО, 2009.) Решить неравенство 
3 26 14 7

7 .
1

x x x
x

x
− + −

− <
−

Решение. Выполняя равносильные переходы, 
получим:

3 26 14 7
7

1
x x x

x
x

− + −
− <

−
 ⇔ 

⇔ 
3 27 1 6 14 7,

1
x x x x x

x

⎧ − ⋅ − < − + −⎪
⎨

≠⎪⎩
 ⇔ 

⇔ 

3 2(7 )( 1) 6 14 7,
7 0,

1 0,
1

x x x x x
x

x
x

⎧ − − < − + −
⎪ − ≥⎪
⎨ − ≥⎪
⎪ ≠⎩

 ⇔ 

⇔ 
3 25 6 0,

1 7
x x x

x

⎧ − + >⎪
⎨ < ≤⎪⎩

 ⇔ 
( 2)( 3) 0,

1 7.
x x x

x
− − >⎧

⎨ < ≤⎩
С помощью числовой прямой (рис. 8) найдем мно-

жество решений последней системы неравенств.

Рис. 8

Ответ: 1 < x < 2, 3 < x ≤ 7. 

В следующем примере используем метод рас-
щепления неравенства.

Пример 8.  Решите неравенство 
2( 1) 2 0.x x x− − − ≥

Решение. Данное неравенство равносильно со-
вокупности двух систем:

2

1 0,

2 0

x

x x

− ≥⎧⎪
⎨

− − ≥⎪⎩
 ⇔ 

1,
( 2)( 1) 0
x
x x
≥⎧

⎨ − + ≥⎩
 ⇔ x ≥ 2

и

2

1 0,

2 0

x

x x

− ≤⎧⎪
⎨

− − ≤⎪⎩
 ⇔ 

1,
( 2)( 1) 0
x
x x
≤⎧

⎨ − + =⎩
 ⇔ x = –1.

В итоге получаем ответ.
Ответ: {–1} c [2; +∞).

Тренировочные упражнения
6. Напишите краткую схему решения нера-

венств при n ∈ N:

а) 2 ( ) ( );n f x g x≥  б) 2 2( ) ( );n nf x g x>

в) 2 1 2 1( ) ( );n nf x g x+ +≤  г) 2 1 ( ) ( ).n f x g x+ >
Решите неравенство (7–10).

7. 2 6 5 8 2 .x x x− + − > −
8. 24 6 6 2 .x x x− > −

9. 
2

2

2 5 2
0.

2 6
x x
x x

− +
≤

+

10. 
3 27 14 5

5 .
1

x x x
x

x
− + −

− <
−

Неравенства, содержащие 
показательные выражения

Рассмотрим некоторые стандартные схемы ре-
шения показательных неравенств, в которых ис-
пользуют логарифмирование обеих частей нера-
венства, основанное на следующем свойстве: 

При логарифмировании неравенства, левая 
и правая части которого положительны, по 
основанию, большему единицы, получаем 
неравенство того же смысла, что и данное, 
а при логарифмировании его по положитель-
ному основанию, меньшему единицы, — не-
равенство противоположного смысла.

Пример 9.  Решить неравенство 
(x2 + x + 1)x < 1.

Решение. Выражение (x2 + x + 1)x положитель-
но, так как x2 + x + 1 > 0 при всех значениях x ∈ R. 
Прологарифмируем обе части данного неравен-
ства: 

lg (x2 + x + 1)x < lg 1 ⇔ x lg (x2 + x + 1) < 0.
Полученное неравенство равносильно сово-

купности двух систем:

                             
( )2

0,

lg 1 0

x

x x

>⎧⎪
⎨ + + <⎪⎩

 (I) 

и 

                             
( )2

0,

lg 1 0.

x

x x

<⎧⎪
⎨ + + >⎪⎩

 (II) 

Решим систему (I):

(I) ⇔ 2

0,

0 1 1

x

x x

>⎧⎪
⎨ < + + <⎪⎩

 ⇔ 2

0,

1 0,
( 1) 0

x

x x
x x

>⎧
⎪ + + >⎨
⎪ + <⎩

 ⇔

⇔ 
0,
1 0

x
x

>⎧
⎨ + <⎩

 — нет решений.
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Решим систему (II):

(II)   ⇔ 2

0,

1 1

x

x x

<⎧⎪
⎨ + + >⎪⎩

 ⇔ 
0,

( 1) 0
x
x x

<⎧
⎨ + >⎩

  ⇔ 
0,
1 0

x
x

<⎧
⎨ + <⎩

  ⇔ 

⇔ x < –1.
Ответ: x < –1.

Результатом решения данного неравенства яв-
ляется алгоритм решения неравенства вида

(ϕ(x))f(x) > (ϕ(x))g(x) ⇔ 

( ) ( ),
( ) 1

( ) ( ),
0 ( ) 1.

f x g x
x

g x f x
x

>⎡⎧
⎨⎢ ϕ >⎩⎢

⎢ >⎧⎢⎨ < ϕ <⎢⎩⎣

В частности:
Если число a > 1, то

af(x) > ag(x) ⇔ f(x) > g(x).
Если число 0 < a < 1, то

af(x) > ag(x) ⇔ f(x) < g(x).

Пример 10.  Решить неравенство 
( )2

2log 11
1.

2

x −
⎛ ⎞ >⎜ ⎟⎝ ⎠

Решение. Область допустимых значений пере-
менной x определяется условием:

x2 – 1 > 0 ⇔ 
1

1.
x
x

>⎡
⎢ < −⎣

 

При этих значениях переменной преобразуем 
левую часть данного неравенства: 

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

2
2 2 2

2 2

log 1 1
log 1 1log 11 2

2

1 1
2 2 1 .

2 1

x
x x

x
x

− −− −−−⎛ ⎞ = = = − =⎜ ⎟⎝ ⎠ −
 

Получаем неравенство:

2

1
1

1x
>

−
 ⇔ 

2

2

2
0

1
x
x

−
<

−
  ⇔

⇔ ( )( )2 2
0

( 1)( 1)

x x

x x

− +
<

− +
  ⇔ 

2 1

1 2.

x

x

⎡− < < −
⎢

< <⎢⎣
 

Ответ: ( ) ( )2; 1 1; 2 .− − ∪

Тренировочные упражнения
11. Напишите краткую схему решения нера-

венств: 
а) (ϕ(x))f(x) ≥ (ϕ(x))g(x); б) (f(x))ϕ(x) > (g(x))ϕ(x).

Решите неравенство (12–14).
12. 

2 23 3 3 52 2 96 0.x x x x+ − + −− − ≥
13. (2x – 4)(x2 – 2x – 3) > 0.

14. 
23 22 4

4 2

4 1
.

1 4

x x x
x x

x x

− −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+

>⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

Неравенства, содержащие 
логарифмические выражения

Приведем некоторые стандартные схемы ре-
шения логарифмических неравенств, в которых 

используют потенцирование обеих частей нера-
венства, основанное на следующем свойстве:

Если b > c и a > 1, то ab > ac.
Если b > c, но 0 < a < 1, то ab < ac.

Пример 11.  Решить неравенство 
log0,1 (x2 + x – 2) > log0,1 (x + 3).

Решение. Так как для оснований логариф-
мов, стоящих в обеих частях неравенства, вы-
полняется условие 0 < 0,1 < 1, то получаем не-
равенство

( )2
0,1 0,1

log 2 log ( 3)(0,1) (0,1) ,
x x x+ − +<  

равносильное системе неравенств:
2

2

2 3,

2 0

x x x

x x

⎧ + − < +⎪
⎨

+ − >⎪⎩
 ⇔ ( )( )5 5 0,

( 1)( 2) 0.

x x

x x

⎧ − + <⎪
⎨

− + >⎪⎩
 

Отметим на числовой прямой множество ре-
шений последней системы неравенств (рис. 9).

Рис. 9

Ответ: ( ) ( )5; 2 1; 5 .− − ∪  

Отсюда получаем одну из схем решения лога-
рифмического неравенства вида 

loga f(x) ≥ loga g(x).
Если 0 < a < 1, то

loga f(x) ≥ loga g(x) ⇔ g(x) ≥ f(x) > 0.
Если a > 1, то

loga f(x) ≥ loga g(x) ⇔ f(x) ≥ g(x) > 0.

Пример 12.  (МИОО, 2009.) Решить неравен-
ство 
logx (7 – x) < logx (x

3 – 6x2 + 14x – 7) – logx (x – 1).
Решение. Выполняя равносильные переходы, 

получим, что данное неравенство равносильно 
следующей системе неравенств:

( ) ( )3 2log (7 )( 1) log 6 14 7 ,

1 0,
7 0, 0, 1

x xx x x x x

x
x x x

⎧ − − < − + −
⎪

− >⎨
⎪ − > > ≠⎩

 ⇔ 

⇔ 
3 2(7 )( 1) 6 14 7,

1 7
x x x x x

x

⎧ − − < − + −⎪
⎨ < <⎪⎩

  ⇔ 

⇔ 
3 25 6 0,

1 7
x x x

x

⎧ − + >⎪
⎨ < <⎪⎩

 ⇔ 

⇔ 
( 2)( 3) 0,

1 7.
x x x

x
− − >⎧

⎨ < <⎩

На рисунке 10 представлена графическая ин-
терпретация получения решения последней си-
стемы неравенств.
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Рис. 10

Ответ: (1; 2) c (3; 7). 

Пример 13.  (ЕГЭ-2010) Решить неравенство 
1

1

32

32

2 log | | log ( 12)
.

log ( 7) log ( 7)
x

x

x x
x x

−

−

+
≤

+ +
Решение. В соответствии с определением лога-

рифма входящие в неравенство выражения име-
ют смысл при выполнении условий:

1

| | 0,

2 1,
7 0,
7 1,
12 0

x

x

x
x
x

−

≠⎧
⎪ ≠⎪⎪ + >⎨
⎪ + ≠⎪

+ >⎪⎩

 ⇔ 

0,
1 0,

7,
6,
12.

x
x
x
x
x

⎧ ≠
⎪ − ≠⎪⎪ > −⎨
⎪ ≠ −⎪

> −⎪⎩

Из системы получаем все допустимые значения:
x ∈ (–7; –6) c (–6; 0) c (0; 1) c (1; +∞).

При этих значениях переменной x по свой-
ствам логарифма справедливы равенства

1

1

2
7

2

log | |
log | |

log ( 7)
x

x

x

x
x

x
−

−
+=

+
 

и
3

7
3

log ( 12)
log ( 12),

log ( 7) x

x
x

x +
+

= +
+  

и исходное неравенство приводится к виду 
2logx + 7 | x | ≤ logx + 7 (x + 12) ⇔ 
⇔ logx + 7 x2 ≤ logx + 7 (x + 12).

Последнее неравенство на множестве допусти-
мых значений равносильно совокупности двух 
систем: 

2

2

0 7 1,

12

7 1,

12

x

x x

x

x x

< + <⎡⎧⎪
⎢⎨ ≥ +⎪⎢⎩
⎢ + >⎧⎪⎢⎨⎢ ≤ +⎪⎩⎣

  ⇔ 
2

2

7 6,

12 0

6,

12 0

x

x x

x

x x

− < < −⎡⎧⎪
⎢⎨ − − ≥⎪⎢⎩
⎢ > −⎧⎪⎢⎨⎢ − − ≤⎪⎩⎣

  ⇔ 

⇔ 

7 6,
( 4)( 3) 0

6,
( 4)( 3) 0

x
x x

x
x x

− < < −⎡⎧
⎨⎢ − + ≥⎩⎢

⎢ > −⎧⎢⎨ − + ≤⎢⎩⎣

  ⇔ 
7 6,
3 4.

x
x

− < < −⎡
⎢− ≤ ≤⎣

С учетом области определения данного нера-
венства получаем ответ.

Ответ: (–7; – 6) c [–3; 0) c (0; 1) c (1; 4].

Тренировочные упражнения
15. Напишите краткую схему решения нера-

венства 
logϕ(x) f(x) > logϕ(x) g(x).

Решите неравенство (16–20). 

16. 2

lg
0.

6
x

x x
≥

− −  

17. log13 (x2 + 2x + 4) + log13 (x – 2) ≤
≤ log13 (x3 – x2 + 4x – 3).

18. ( )
( )

( )
10

10

2
22

2 2
22

log 11 24log 24
.

log 16 log 16
x

x

x x

x x
+

+

+ +
≥

− −

19. 3 3

1
( 1) log 6 log 2 1.

6
xx x⎛ ⎞+ + − ≤ −⎜ ⎟⎝ ⎠

 

20. logx + 4 (5x + 20) ≤ logx + 4 (x + 4)2.

Неравенства, содержащие выражения 
с модулями

Геометрическая интерпретация неравенств 
позволяет легко и красиво решать как простые, 
так и сложные задачи. Наиболее распространен-
ная интерпретация неравенств связана с моду-
лем или расстоянием на координатной прямой. 

Геометрический смысл модуля: 
Модуль разности двух чисел равен расстоя-
нию между точками координатной прямой, 
координаты которых соответствуют этим 
числам. 

Например, запись | a – b | означает расстояние 
между точками а и b; | a + b | — расстояние между 
точками а и –b; | a | = | a – 0 | — расстояние между 
точками а и 0.

Пример 14.  Решить неравенство 
| x – 2 | > 5.

Решение. Запись | x – 2 | есть расстояние на коор-
динатной прямой от точки x до точки 2. Для реше-
ния данного неравенства необходимо на коорди-
натной оси найти такие точки, расстояние от кото-
рых до точки 2 больше 5. Справа от точки 2 распо-
ложена точка 7 на расстоянии 5 единиц, а слева — 
точка –3. Поэтому данному неравенству удовлет-
воряют все значения x ∈ (–∞; –3) c (7; +∞).

Ответ: (–∞; –3) c (7; +∞).

Из решения данного неравенства следует, что 
неравенству | x – a | > b, где b > 0, удовлетворяют 
все точки числовой прямой, расположенные от 
точки a на расстоянии, большем b, то есть имеем:

| x – a | > b ⇔ 
.

x a b
x a b

− >⎡
⎢ − < −⎣

Отметим, что указанная равносильность вы-
полняется при любом b. 

Обобщением этого результата является следу-
ющая схема решения неравенства с модулем:

| f(x) | > g(x) ⇔ 
( ) ( )
( ) ( ).

f x g x
f x g x

>⎡
⎢ < −⎣

Пример 15.  Решить неравенство 
| x + 5 | + | x – 3 | > 8.
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Решение. Так как расстояние между точками 
–5 и 3 равно 8, то решениями уравнения 

| x + 5 | + | x – 3 | = 8
являются все числа из отрезка [–5; 3]. Для лю-
бой точки, расположенной вне отрезка [–5; 3] 
(справа или слева), сумма расстояний от точек 
–5 и 3 больше 8.

Ответ: (–∞; –5) c (3; +∞).

Приведем еще некоторые стандартные схемы 
для решения неравенств с модулями.

| f(x) | < g(x) ⇔ 
( ) ( ),
( ) ( );

f x g x
f x g x

<⎧
⎨ > −⎩

| f(x) | > | g(x) | ⇔ f2(x) > g2(x) ⇔
⇔ (f(x) – g(x))(f(x) + g(x)) > 0.

Пример 16.  Решить неравенство 
| x7 + 4x5 + x2 + 2x – 3 | < x7 + 4x5 – x2 – 2x + 3.
Решение. Данное неравенство равносильно 

системе неравенств:

( )
7 5 2 7 5 2

7 5 2 7 5 2

4 2 3 4 2 3,

4 2 3 4 2 3 ,

x x x x x x x x

x x x x x x x x

⎧ + + + − < + − − +⎪
⎨

+ + + − > − + − − +⎪⎩
или после приведения подобных членов:

( )
2

5 2

2 3 0,

4 0

x x

x x

⎧ + − <⎪
⎨

+ >⎪⎩
 ⇔ 

3 1,
0

x
x
− < <⎧

⎨ >⎩
 ⇔ 0 < x < 1.

Ответ: 0 < x < 1.

Пример 17.  (МИОО, 2011.) Решить неравенство 

( ) ( )
2

21 1
22

10
( 1) ( 6) .

7 6

x x
x x

x x
− − −

+ − + ≤
+ +

Решение. Выполнив равносильные преобразо-
вания, получим:

( )
22

22

101 1
1 6 7 6

x x

x x x x

−⎛ ⎞− ≤⎜ ⎟⎝ ⎠+ + + +
 ⇔ 

( )
2

22

10 25
0

7 6

x x

x x

− −
≥

+ +
 ⇔ 

⇔ 
2

2

10 25 0,

7 6 0

x x

x x

⎧ − − ≥⎪
⎨

+ + ≠⎪⎩
 ⇔ 

2 10 25,

1,
6.

x x

x
x

⎧ − ≥
⎪

≠ −⎨
⎪ ≠ −⎩

Решим неравенство полученной системы:

| x2 – 10x | ≥ 25 ⇔ 
2

2

10 25

10 25

x x

x x

⎡ − ≥
⎢

− ≤ −⎢⎣
 ⇔ 

5 5 2

5 5 2
5.

x

x
x

⎡ ≥ +
⎢

≤ −⎢
⎢ =⎢⎣Учтем также, что x ≠ –1 и x ≠ –6. 

Ответ: 
( { } )( ; 6) 6; 5 5 2 5 5 5 2; .⎤ ⎡−∞ − − − + + ∞⎦ ⎣∪ ∪ ∪

Тренировочные упражнения
Решите неравенство (21–24).
21. | x3 + 2x2 + 8x – 7 | ≤ x3 + 4x2 – 8x + 7.
22. | | x2 – 8x + 2 | – x2 | ≥ 2x + 2.

23. 1
2

2 log (3 1) 4 3.x< + − ≤  

24. x(| x2 – 1 | – 2| x – 1 |) < 0.

Метод замены
Как при решении уравнений, так и при реше-

нии неравенств достаточно часто бывает эффек-
тивным метод замены. Возможны два вида за-
мены. 

1. В случае, когда неравенство имеет вид F(f(x)) ∨ 
∨ 0, где символ «∨» представляет собой один из 
знаков неравенств «>», «<», «≥», «≤», заменой 
f(x) = t оно сводится к неравенству (обычно ра-
циональному) F(t) ∨ 0. Решением последнего не-
равенства относительно t может оказаться один  
промежуток или объединение нескольких про-
межутков. Отметим сразу, что при введении но-
вой переменной удобно не указывать ее область 
значений при решении нового неравенства с этой 
переменной. При выполнении обратной замены 
это нужно учитывать.

• Если в итоге получают t ∈ (a; b), то далее ре-

шают систему неравенств 
( ) ,
( ) .

f x a
f x b

>⎧
⎨ <⎩

 

• Если t ∈ (–∞; a) c (b; +∞), то решают совокуп-

ность неравенств 
( )
( ) .

f x a
f x b

<⎡
⎢ >⎣

2. Иногда в сложных неравенствах F(x) ∨ 0 
удается достигнуть упрощения путем замены 
x = f(t). В этом случае получается неравенство 
F(f(t)) ∨ 0, которое оказывается более простым. 
Далее после решения последнего неравенства 
выполняется обратная замена.

Введение одной новой переменной
Пример 18.  Решить неравенство 

2 3 2 2.x x+ − − >
Решение. Обозначим 2 ,x t− =  где t ≥ 0. Тогда 

x = t2 + 2 и, подставляя далее в неравенство вме-
сто переменной x ее выражение через t, приве-
дем данное неравенство к виду 

22 7 2.t t+ > +
Так как t + 2 > 0, то получаем равносильное нера-

венство 2t2 + 7 > t2 + 4t + 4, или t2 – 4t + 3 > 0, при t ≥ 0. 
Отсюда получаем: 

1
3,

0

t
t

t

<⎧⎡
⎪⎢ >⎨⎣
⎪ ≥⎩

 ⇔ 
0 1

3.
t

t
≤ <⎡

⎢ >⎣

Возвращаемся к переменной x:

0 2 1

2 3

x

x

⎡ ≤ − <
⎢

− >⎢⎣
 ⇔ 

0 2 1,
2 9
x

x
≤ − <⎡

⎢ − >⎣
 ⇔ 

2 3
11.
x

x
≤ <⎡

⎢ >⎣
Ответ: 2 ≤ x < 3, x > 11.
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Пример 19.   (МИОО, 2011.) Решить неравенство 

( )
( )

2 2
2 3 2 3

2
2 3

1
log log 9 30 25 7

3 5 3.
2 log 6 19 15 1

x x

x

x x
x

x x

− −

−

+ − + +
− ≤

⋅ − + −
Решение. Так как 6x2 – 19x + 15 = (2x – 3)(3x – 5) 

и в соответствии с определение логарифма 2x – 3 > 0, 
3x – 5 > 0, то данное неравенство равносильно не-
равенству

( )
2
2 3 2 3

2 3

log (3 5) 2 log (3 5) 7
3.

2 1 log (3 5) 1
x x

x

x x
x

− −

−

− + − +
≤

⋅ + − −

Пусть log2x – 3 (3x – 5) = t. Тогда получаем 
2 2 7

3,
2 1

t t
t

+ +
≤

+
 то есть 

2( 2)
0.

2 1
t

t
−

≤
+

 Решение последне-

го неравенства есть t ∈ (–∞; –0,5) c {2}.
Выполняя обратную замену, получаем: 

2 3

2 3

log (3 5) 2
log (3 5) 0,5.

x

x

x
x

−

−

− =⎡
⎢ − < −⎣

Решим уравнение совокупности: 
log2x – 3 (3x – 5) = 2 ⇔ 

⇔ 

23 5 (2 3) ,
2 3 0,
2 3 1

x x
x
x

⎧ − = −
⎪ − >⎨
⎪ − ≠⎩

 ⇔ 

2
7

,
4

1,5,
2

x

x

x
x

=⎧⎡
⎢
⎢ =

⎪
⎣

⎪

>
⎨
⎪

≠
⎪
⎪⎩

⎪

 ⇔ 
7

.
4

x =

Решим неравенство совокупности: 
log2x – 3 (3x – 5) < –0,5 ⇔ 

⇔ ( )2
2 3log (3 5) (2 3) 0,

3 5 0.
x x x

x
−

⎧ − − ≤⎪
⎨

− >⎪⎩
Решая первое неравенство системы, прихо-

дится рассматривать два случая:
1) 2x – 3 > 1, то есть x > 2. Тогда и 3x – 5 > 1, и 

(3x – 5)2(2x – 3) > 1, а следовательно, 
log2x – 3 ((3x – 5)2(2x – 3)) > 0;

2) 0 < 2x – 3 < 1, то есть 1,5 < x < 2. Тогда 
3x – 5 ∈ (–0,5; 1), а с учетом второго неравенства 
системы 3x – 5 ∈ (0; 1), следовательно, 

0 < (3x – 5)2(2x – 3) < 1 
и 

log2x – 3 ((3x – 5)2(2x – 3)) > 0.
Таким образом, ни в том, ни в другом случае 

неравенство совокупности решений не имеет.

Ответ: 
7

.
4

Введение двух новых переменных
Пример 20.  (Тренировочная работа МИОО, 

ЕГЭ-2011.) Решить неравенство 

( )222 2

2 2 2 2

2 52 1 2 1
.

( 2) ( 3) 2( 2) ( 3)

x xx x x x
x x x x

− +− + + +
+ ≤

+ − + −

Решение. Входящие в неравенство выражения 
имеют смысл при x ≠ –2 и x ≠ 3.

При всех остальных x неравенство равносиль-
но следующему:

2(x – 3)2(x – 1)2 + 2(x + 2)2(x + 1)2 ≤ (2x2 – x + 5)2 ⇔ 

⇔ 2(x2 – 4x + 3)2 + 2(x2 + 3x + 2)2 ≤ (2x2 – x + 5)2.
Заметим, что 

2x2 – x + 5 = (x2 – 4x + 3) + (x2 + 3x + 2).

Пусть 

x2 – 4x + 3 = u и x2 + 3x + 2 = v.

Тогда последнее неравенство примет вид:

2u2 + 2v2 ≤ (u + v)2 ⇔ 2u2 + 2v2 ≤ u2 + 2uv + v2 ⇔ 

⇔ u2 – 2uv + v2 ≤ 0 ⇔ (u – v)2 ≤ 0.
Отсюда следует, что u = v. Выполняя обрат-

ную замену, получаем 

x2 – 4x + 3 = x2 + 3x + 2, 

то есть 
1

.
7

x =

Ответ: 1 .
7

Тренировочные упражнения
Решите неравенство (25–28). 

25. 
2

3.
2

x
x

− ≤
−

26. 2 2

1 1
.

6 5 6 5 1 1x x x x
≥

− − + −

27. 17 9 4 3 3 2 .x x x x⋅ − ≥ − ⋅

28. ( ) ( )4 3 2 2
4 0,25

2

log 4 4 log 6 12 9
0.

2 8

x x x x x

x x

− + + − −
≥

− −
 

Разбиение области определения 
неравенства на подмножества

Разбиение ОДЗ неизвестной неравенства на 
промежутки позволяет упростить решение неко-
торых неравенств. В этом случае неравенства рас-
сматривают отдельно на каждом промежутке.

Пример 21.   (МИЭТ, 2002.) Решить неравенство 

1 3
.

| 9 | 4 11
x

x x
−

≤
− −

Решение. Данное неравенство равносильно со-
вокупности двух систем:

                               

9,
1 3

9 4 11

x
x

x x

>⎧
⎪

−⎨ ≤⎪ − −⎩
 (I) 

и 

                               

9,
1 3

.
x     4 11

x
x

9               x

<⎧
⎪

−⎨ ≤⎪ −  −⎩
 (II) 
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Для системы (I) имеем:

(I) ⇔ 2

9,

16 38
0

( 9)(4 11)

x

x x
x x

>⎧
⎪

− +⎨ ≥⎪ − −⎩

 ⇔ 

⇔ ( )( )
9,

8 26 8 26
0

( 9)(4 11)

x

x x

x x

>⎧
⎪

− + − −⎨
≥⎪ − −⎩

 ⇔ 8 26.x ≥ +

Для системы (II) имеем:

(II) ⇔ 2

9,

( 4)
0

( 9)(4 11)

x

x
x x

<⎧
⎪

−⎨ ≥⎪ − −⎩

 ⇔ 
2,75
4.

x
x

<⎡
⎢ =⎣

Объединяя решения (I) и (II), получаем ответ.
Ответ: x < 2,75, x = 4, 8 26.x ≥ +

Пример 22.   Решить неравенство 
| x – 1 | + | x – 2 | > 3 + x.

Решение. Выражения, стоящие под знаком 
модуля, обращаются в ноль при x = 1 (первое) и 
при x = 2 (второе).

Эти числа разбивают числовую прямую на 
три промежутка: (–∞; 1), [1; 2) и [2; +∞). Осво-
бождаясь от знаков модулей, с учетом знаков 
выражений, стоящих под ними, решим данное 
неравенство на каждом из этих промежутков 
(рис. 11).

Рис. 11

Если x < 1, то исходное неравенство равно-
сильно неравенству: 

–x + 1 – x + 2 > 3 + x ⇔ x < 0.
Получаем, что x < 0 есть решение исходного 

неравенства на рассматриваемом промежутке. 
Если 1 ≤ x < 2, то исходное неравенство равно-

сильно неравенству: 
x – 1 – x + 2 > 3 + x ⇔ x < –2.

Следовательно, на этом промежутке решений нет.
Если x ≥ 2, то исходное неравенство равно-

сильно неравенству: 
x – 1 + x – 2 > 3 + x ⇔ x > 6.

Получаем, что x > 6 есть решение исходного не-
равенства на рассматриваемом промежутке. Объ-
единяя полученные решения, запишем ответ. 

Ответ: x < 0, x > 6.

Пример 23.   Решить неравенство 

( )2
2 2

2
log 4 3 log 2.

2
x

x
x

+
− − >

−
Решение. Область определения данного нера-

венства определяется условием: 
(x – 2)(x + 2) > 0.

Отсюда получаем два промежутка: (–∞; –2) и 
(2; +∞). 

Рассмотрим два случая.
1. Пусть x > 2. Тогда неравенство примет сле-

дующий вид:
log2 (x – 2) + log2 (x + 2) –

– 3log2 (x + 2) + 3log2 (x – 2) > 2,
или

2log2 (x – 2) – log2 (x + 2) > 1.
Отсюда 

(x – 2)2 > 2(x + 2), или x(x – 6) > 0.
С учетом условия x > 2 получаем x > 6.
2. Пусть x < –2. В этом случае неравенство 

примет следующий вид:
log2 (2 – x) + log2 (–x – 2) – 3log2 (–x – 2) + 

+ 3log2 (2 – x) > 2,
или

2log2 (2 – x) – log2 (–x – 2) > 1.
Отсюда

(2 – x)2 > 2(–x – 2), или x2 – 2x + 8 > 0.
Так как уравнение x2 – 2x + 8 = 0 не имеет кор-

ней и старший коэффициент положителен, то по-
следнее неравенство выполняется при всех дей-
ствительных значениях x, то есть на всем рас-
сматриваемом промежутке.

В этом случае все значения x < –2 являются 
решениями неравенства. Объединяя получен-
ные решения, запишем ответ.

Ответ: x < –2 или x > 6.

Тренировочные упражнения
Решите неравенство (29–32).
29. 2x – 5 + 2| x – 3 | < | x + 1 |.

30. 1 1 | 2 | 4 .x x x x+ − ≤ − −
31. log5 – x (x

2 – 14x + 49) ≤ 2log5 – x (8x – x2 – 7) – 2.

32. 2
93

1 5
1 log log ( 1) .

2 3
x

x
x

+
− ≥ +

+

Ответы

1. [3; 5) c (5; +∞).  2. { }6
5; 2 4 .

25
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

∪   3. (–∞; –7) c 

c (–4; –2).  4. (–∞; 1) c (2; 4].  5. 3 4
; ( 1; 1).

2 3
⎛ ⎞− − −⎜ ⎟⎝ ⎠

∪   

6. а) 2 ( ) ( )n f x g x≥  ⇔ 

2( ) ( ),
( ) 0

( ) 0,
( ) 0;

nf x g x
g x

f x
g x

⎡⎧ ≥⎪
⎢⎨ ≥⎪⎢⎩
⎢ ≥⎧⎢⎨⎢ <⎩⎣

 

б) 2 2( ) ( )n nf x g x>  ⇔ 
( ) ( ),
( ) 0;

f x g x
g x

>⎧
⎨ ≥⎩

 

в) 2 1 2 1( ) ( )n nf x g x+ +≤  ⇔ f(x) ≤ g(x); 

г) 2 1 ( ) ( )n f x g x+ >  ⇔ f(x) > g2n + 1(x).  7. (3; 5].  8. (2; 3].  

9. –3 < x < 0, x = 0,5, x = 2.  10. 1 < x < 2, 4 < x ≤ 5.  
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11. а) (ϕ(x))f(x) ≥ (ϕ(x))g(x) ⇔ 

( ) ( ),
( ) 1

( ) ( ),
0 ( ) 1

( ) 1;

f x g x
x

g x f x
x

x

≥⎡⎧
⎨⎢ ϕ >⎩⎢

⎢ ≥⎧⎢⎨ < ϕ <⎢⎩
⎢ϕ =⎣

 

б) (f(x))ϕ(x) > (g(x))ϕ(x) ⇔ 

( ) ( ) 0,
( ) 0

( ) ( ) 0,
( ) 0.

f x g x
x

g x f x
x

> >⎡⎧
⎨⎢ ϕ >⎩⎢

⎢ > >⎧⎢⎨ϕ <⎢⎩⎣

 

12. (–∞; –5] c [2; +∞).  13. (–1; 2) c (3; +∞).  

14. 2
2 3 ,

3
x− + < < −  2 3 0,x− − < <  

0 2 3,x< < −  2
2 3.

3
x< < +   

15. logϕ(x) f(x) > logϕ(x) g(x) ⇔ 

( ) ( ) 0,
( ) 1

( ) ( ) 0,
0 ( ) 1.

f x g x
x

g x f x
x

> >⎡⎧
⎨⎢ ϕ >⎩⎢

⎢ > >⎧⎢⎨ < ϕ <⎢⎩⎣

  

16. (0; 1] c (3; +∞).  17. (2; 5].  

18. ( )[ 11; 10) ( 10; 8) 4; 17 .− − − −∪ ∪   19. (–log2 6; 
–log2 3].  20. (–4; –3) c [1; +∞).  21. [–3; 
1] c [7; +∞).  22. (+∞; 0] c [1; 2] c [5; +∞).  

23. 127 21 1 1
; ; .

384 64 4 6
⎡ ⎞ ⎛ ⎤− − − −⎟ ⎜⎢ ⎥⎠ ⎝⎣ ⎦

∪   24. (–∞; –3) c (0; 1).

25. [0; 1] c (4; 16).  26. 
1

0
3

x< ≤  или 
1 5

.
2 6

x≤ <   

27. 3
2

1
log .

17
x ≥   28. (–∞; –2) c {–1; 3} c (4; +∞).

29. (–∞; –2) c (0; 4).  30. [0; 4].  31. [3; 4).  32. [–7; –5) c
c (–2; –1) c (–1; 1].
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Ф О ТО  Н А  КО Н К У Р С

Математику люблю.
Все задачки я решу
И пятерку получу!

В этом году у меня 5-й класс. Ре-
бята любят математику, любят ри-
совать газеты на математические 
темы, сочиняют стихи и песни и с 
удовольствием участвуют во вне-
классной работе. Им очень понра-
вился «Математический праздник», 
который мы провели на неделе 
естественных наук. Было сделано 
много фотографий. Участвовать в 
конкурсе фотографий предложили 
ребята, они выбрали фото и сочини-
ли  к нему стишок. 

Автор: З.Л. Москалева,  средняя школа № 10,  г. Артемовский, Свердловская обл.
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 Из восьми кусков проволоки длины 5 еди-
ниц, изогнутых таким причудливым образом, как на рисунке, 
требуется сложить квадратную сетку 4 × 4.

Головоломка проста в изготовлении. Имея минимум слесар-
ных навыков, с помощью плоскогубцев буквально за пять минут 
ее элементы можно сделать из восьми скрепок. Но решать голово-
ломку вы будете значительно дольше, чем изготовлять ее.

Эта головоломка участвовала в одном из конкурсов по реше-
нию занимательных математических задач и головоломок. Кро-
ме решения головоломки, участников конкурса просили приду-
мать подпись к рисунку. Вот некоторые из них: 

1. Железная логика. 
2. Робот + головоломка = роботоломка. 
3. Одна голова хорошо, а две — лучше. 
4. Если долго мучиться, то квадрат получится.
Отметим, что «помучиться» придется еще и потому, что голо-

воломка имеет единственное решение, если не считать зеркаль-
ные отражения и повороты.

Советы учителю. Сообщите ребятам, что решение этой голо-
воломки является одним из решений задачи «а» финала XXVII 
Всесоюзной олимпиады школьников, которая сформулирована 
следующим образом: 

В квадратной сетке 4 × 4, изображенной на рисунке, каждая 
ячейка имеет размер 1 × 1. Можно ли эту сетку представить в виде 
объединения: а) восьми ломаных, каждая из которых имеет дли-
ну 5; б) пяти ломаных, каждая из которых имеет длину 8? 

Такое сообщение будет сильным стимулом к поиску решения. 

Н. АВИЛОВ,
ст. Егорлыкская, Ростовская обл. КВАДРАТНАЯ 

СЕТКА

Ведущий рубрики — Николай Иванович 
Авилов — на фоне своей коллекции 
головоломок

П
О

С
Л

Е
 У

Р
О

К
А

 /
 В

 К
Л

А
Д

О
В

О
Й

 Г
О

Л
О

В
О

Л
О

М
О

К

62



6363  МАТЕМАТИКА    ноябрь    2011  



ЛОГАРИФМ

mat.1september.ru     Подписка: Роcпечать - 32030 (бумажная версия), 26113 (электронная); Почта России - 79073 (бумажная версия), 12717 (электронная)

Посмотрев на клавиатуру рояля, легко заметить, что она 
«периодична»: одни и те же комбинации белых и черных 
клавиш в разных октавах повторяются. Отстоящие на окта-
ву ноты называются одинаково и отличаются по частоте в 
2 раза. Например, ноты ля в разных октавах имеют разные 
частоты: ..., 55, 110, 220, 440, 880, 1760, ..., эти значения об-
разуют геометрическую прогрессию со знаменателем 2. 

Интервал между соседними нотами музыканты называ-
ют полутоном. Октава состоит из 12 полутонов, и на каждый 
полутон приходится увеличение частоты в 

12
2 раз. Получа-

ется, что, играя гамму, мы извлекаем геометрическую про-
грессию...

Положим теперь, что нота до самой низкой (нулевой) окта-
вы определена n колебаниями в секунду. Тогда до первой 
октавы будет делать в секунду 2n колебаний, а m-й октавы n 
× 2m колебаний и т. д. Тогда частоту ноты с номером p из m-й 

октавы можно выразить формулой ( )12
2 2 .

p
m

mpN n= ⋅  

Логарифмируя, получаем: 2log .
12mp

p
N m= +

Значит, номера клавишей рояля представляют собой ло-
гарифмы чисел колебаний соответствующих звуков. 

Достоинства такого равномерно темперированного 
строя впервые продемонстрировал  И.С. Бах в своем 
произведении «Хорошо темперированный клавир».
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