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    Мы помним своих учителей всю 
жизнь. И ту самую первую учительницу, которая привела 
нас в класс и провела наш первый урок, и тех, кто давал для 
нас, как водится — со слезами, звонок последний. Мы пом-
ним их радостных и счастливых на пороге школы первого 
сентября, помним и уставших от наших двоек, расстроен-
ных нашими неудачами, взволнованных и переживающих 
за нас на экзамене. Мы никогда не забудем их лучшие уро-
ки и те открытия, которые они помогли нам сделать, и мы 
всегда будем ценить их за ежедневную проверку тетрадей, 
за индивидуально составленные карточки и подобранные 
задачи. Мы разделяли с ними их профессиональные успе-
хи, были свидетелями неудач и поражений. 

Ученики выросли и сами стали учителями. Какими пом-
нят нас наши ученики?  

С. МАЛЕЕВА,
г. Якутск

С Днем учителя!
Пусть знаков Зодиака есть немало!
Кто родился под знаком Девы, кто — Тельца,
Вы ж родились под знаком… интеграла…
Талантам вашим,
Словно бесконечной дроби, нет конца!

В вас всё сошлось: и «жар холодных чисел»,
И строгость теорем, и постоянство аксиом,
И локона спираль, и вектор мысли,
Гармония души и безупречность форм!

«Ошибок трудных» проводя анализ,
Внимая трепетно газетным новостям,
ЕГЭ, как крепость, штурмовать пытались,
Как интеграл его вы брали — «по частям»!

Проблемы бытия мы вместе с вами делим,
Приумножаем радость творческих побед,
Возводим в степень опыта модели
И знаем: мастерству предела нет!

Пусть оградят от бед вас асимптоты;
К нулю стремится недругов число!
Пусть покорятся новые высоты!
Чтобы Вам всем!
Во всём!
Всегда!
Везло!

С ДНЕМ 
УЧИТЕЛЯ!

Л. РОСЛОВА 

Фото из архива редакции
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ЧТО ВОЛНУЕТ 
УЧИТЕЛЯ?

С. ГОРБАЧЕВА,
г. Ярославль

В чем суть профессии учителя?
Каждый из нас, и кто только начинает работать в школе, и кто 

отдал ей не один десяток лет, задает себе вопрос: в чем суть про-
фессии учителя. Вопрос этот из ряда «вечных», и каждый отвеча-
ет на него по-своему. Я благодарю судьбу, что даже в минуты смя-
тенья, измотанности не изменила ребятам и не ушла от них: ни с 
чем не сравнимая радость стоять у колыбели мысли и личности 
ученика, видеть процесс взросления, становления человека. 

И мы, учителя, не просто причастны к святая святых, от нас 
зависит и направление, и скорость, и сам характер этого сложно-
го и ответственного процесса.

Как сделать, чтобы годы учения, годы детства, отрочества и 
юности стали для каждого нашего ученика точкой опоры на всю 
последующую жизнь?

За годы работы в школе я пришла к убеждению, что урок мате-
матики может быть больше, чем сама математика, если это чело-
векоформирующий урок.

Было время, когда рассуждала: главное — обучать! Обучать! 
Воспитание будет, оно вытекает из знаний, которые даем. И да-
вала. Все больше и больше. А «вытекало» все меньше и меньше. 
Затем поняла: обучение и воспитание должны протекать одно-
временно. А за основной критерий работы надо брать не методи-
ческую установку, а отношение ученика к предмету. На каком-
то этапе оно важнее самого предмета. Сегодня мой главный ори-
ентир — ученик. Не к математике иду, а к нему с математикой, 
уверовав, что нет таких проблем, которые я не смогу решить 
на уроке.

Теорема, которую доказывала и доказываю, состоит в следую-
щем: всякий ученик может и хочет учиться, если ощутил практи-
ческую пользу и ценность того, чем занимается. Тут-то и рожда-
ется нечто большее, чем знание, — отношение к нему.

Никакие концепции, структуры, методы не могут быть реали-
зованы, если нет деятельности самого ученика, нет его отноше-
ния к предмету. Сегодня я строю уроки с применением деятель-
ностного метода в технологии личностно ориентированного обу-
чения.

Размышляя о том, как учить и научить всех, боюсь упустить 
другой аспект: как воспитать всех? Кем-то хорошо сказано: по-
настоящему знает камень не тот, кто его раздолбил и познал тай-
ну структуры, а тот, кто из него храм построил.

Наше владение предметом складывается из накопленных зна-
ний и приобретенных навыков — «умений». Умение — это спо-
собность использовать накопленные знания; оно, конечно, невоз-
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можно без некоторой независимости мышления, 
оригинальности, изобретательности. Умение в 
математике — это способность решать задачи, 
находить доказательства, критически анализи-
ровать доводы, с достаточной легкостью поль-
зоваться математическим аппаратом, распозна-
вать математические понятия в конкретных си-
туациях.

Самый большой пробел во владении матема-
тикой у рядового учителя средней школы — от-
сутствие опыта активной математической рабо-
ты, а поэтому его нельзя назвать мастером в той 
области, знания из которой он обязан передать 
школьникам.

Можно ли вообще обучать преподаванию? То, 
что учитель передает своим ученикам, никог-
да не лучше того, что заключено в нем самом, — 
преподавание зависит от индивидуальных ка-
честв учителя.

Профессионализм учителя начинается с по-
нимания, что сила ему нужна не для того, чтобы 
подчинить класс, а для того, чтобы обслуживать 
интересы учеников — всех и каждого — с мак-
симальной пользой для их развития. Для этого 
надо действительно быть и старше, и добрее, и 
много знать, и со вкусом одеваться, и быть в кур-
се возможных событий — одним словом, во всем 
быть «сильнее» своих учеников.

Без желания переделать мир — нет учителя. 
Однако самое трудное — это вырастить себя. 
Значит, не с предмета (методики, программы, 
концепции и т.д.), а с того, кто мы есть сами, на-
чинается наш путь к ученику. Личность не упо-
вает на хорошие учебники, программы, матери-
альную оснащенность и т.д., а делает ставку на 
себя. 

Е. КАРАЧИНСКИЙ,
г. Санкт-Петербург

Зачем учителю самореклама
Хотелось бы поделиться некоторыми сообра-

жениями относительно нового порядка аттеста-
ции учителей в Санкт-Петербурге. 

Во-первых, учителя поставлены в нерав-
ные условия. Те, кому нужно проходить атте-
стацию уже сейчас, не имеют достаточно вре-
мени, чтобы собрать необходимые документы, 
так как аттестация предполагает, что учитыва-
ется весь период работы за прошедшие 5 лет. 
Кроме того, результаты ЕГЭ и ГИА есть не у 
всех учителей, так как, например, ЕГЭ по ма-
тематике в Санкт-Петербурге был введен лишь 
2 года назад; далеко не все учителя имели в это 
время выпускные классы, это может лишить 
их сразу 160 баллов.

Во-вторых, вызывает удивление, почему сер-
тификат призера международного конкурса 
или олимпиады оценивается в 200 баллов, хотя 
к подготовке победителя олимпиад междуна-
родного уровня учитель часто не имеет отноше-
ния (по математике этим занимаются кружки). 
Учитель же может подготовить призера олим-
пиад районного и городского уровней, но за это 
дается 20 баллов, а должно быть по крайней 
мере 50.

В-третьих, написание учебников не является 
функцией учителя. А вот проведение качествен-
ных уроков — его основная задача. В экспертном 
заключении же опять первое оценивается в 200 
баллов, а второе — в 10 или 20. Те уроки, отзыв 
на которые рекомендует распространение опы-
та, должны давать минимум 50 баллов. Работа 
в экспертных, апелляционных городских комис-
сиях должна оцениваться не в 40 баллов, а мини-
мум в 80, тем более что выполняется она наибо-
лее квалифицированными учителями и без до-
полнительной оплаты.

В-четвертых, никак не учитывается стаж ра-
боты учителя. Опыт в преподавательской де-
ятельности очень ценен, за него тоже должны 
быть баллы.

В-пятых, информация о предполагаемых ко-
эффициентах к заработной плате за первую и 
высшую категории является пока закрытой, что, 
наверное, тоже неправильно.   

Мне кажется, что можно было бы ограничить-
ся при аттестации несколькими пунктами:

а) заявление, в котором учитель перечисляет 
свои  основные достижения и награды;

б) результаты ЕГЭ и ГИА;
в) отзыв на 2 урока, подписанный районными 

или городскими методическими службами;
г) отсутствие обоснованных жалоб на педа-

гога.
На мой взгляд, такой порядок аттестации по-

зволил бы учителям сосредоточиться на учебно-
воспитательном процессе, который в последнее 



МАТЕМАТИКА   октябрь    2011 66

время и так оставляет желать лучшего. Предло-
женный же порядок будет вынуждать учителей 
заниматься саморекламой и сбором огромного 
количества документов в ущерб своим прямым 
обязанностям.

Л. ХОМУТОВА,
г. Москва

Учитель или компьютер? Выбор 
учеников 

В современной школе широко рекламирует-
ся внедрение в учебный процесс компьютерных 
технологий: компьютер, Интернет, интерактив-
ные доски. Контрольные и диагностические ра-
боты проверяет часто не учитель, а компьютер. 
А правильно ли это? 

Школа — это часть общества, и мы знаем, ка-
кое большое значение сейчас уделяется разви-
тию компьютерных технологий во всех сферах 
нашей жизни. Но школа — особая среда: в ней 
взаимоотношения между учителем и учеником 
являются залогом успешного обучения. Но ча-
сто в погоне за чем-то новым, современным мы 
забываем об учениках, мы начинаем чаще смо-
треть в экран монитора, а не в глаза ребенка. 
Я считаю, что учитель должен быть человеком 
в равной степени консервативным и прогрес-
сивным, чтобы в погоне за модными тенденция-
ми он не забывал о своем главном предназначе-
нии —  учить детей, а успех в этом достигается 
в основном при личном контакте учителя с уче-
ником. 

Я в своей работе использую современные ком-
пьютерные технологии, но пытаюсь придать им 
«человеческое лицо». Из тех тестов, опросов, ко-
торые сейчас предлагаются в Интернете для уча-
щихся, я делаю выборки индивидуально для 
каждого из своих учеников, и проверяю их сама, 
обсуждая с учениками их ошибки и недочеты в 
решении. Я никогда не жду результатов провер-
ки технологических вариантов диагностических 
работ. Мне важны не только правильные ответы, 
но и важно понять, как они получены, как уче-
ник решал эту задачу, его рассуждения. На уро-

ках при изложении теоретического материала я 
использую интерактивную доску, создаю ком-
пьютерные презентации. Детям нравится, ведь 
это красиво и интересно. Все примеры к теоре-
тическому материалу я разбираю на доске, обра-
щая внимание отдельных учеников на те этапы в 
решении задачи, где у них бывают затруднения. 
У меня создан персональный сайт в Интернете. 
На его страницах я размещаю теоретический ма-
териал, варианты контрольных работ, объявле-
ния, оценки. Но это лишь повторение того, что 
было сказано, объяснено, обсуждено на уроке. 
На родительское собрание я распечатываю оцен-
ки своих учеников, и мы обсуждаем их, обмени-
ваясь эмоциями, а не ведем «сухую» переписку 
по электронной почте. 

В 2010 г. я стала лауреатом конкурса фонда 
«Династия» в номинации «Наставник будущих 
ученых», в которой победителей определяли вы-
пускники школ. Все мои выпускники сдали экза-
мены на высокие баллы и поступили в техниче-
ские вузы. Мне кажется, что они выбрали меня, 
потому что я помогла им преодолеть те трудно-
сти, с которыми сталкивается современный вы-
пускник. Компьютер был лишь нашим помощ-
ником. От учеников я тоже получаю значитель-
ный заряд  положительных эмоций, испытываю 
радость общения, чего не может дать компьютер. 
На мой взгляд, в современном мире учитель, 
идя в ногу со временем, должен уметь правиль-
но расставить приоритеты и помнить, что он ра-
ботает с людьми и для людей, а не с машинами и 
роботами.  

В. ЧЕРКАСОВ,
с. Октябрьское, Оренбургская обл.

Как оценить труд учителя
Сегодня школу и учителя не ругает раз-

ве только очень ленивый, не обращая внима-
ния на окружающую школу и учителя действи-
тельность. Школа — это голографическое ото-
бражение состояния общества в целом. Увидев, 
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что школа выпускает неграмотного, не умеюще-
го работать и самообучаться молодого человека, 
мы закричали: «Школа виновата». В действи-
тельности же школа отобразила сбой в функци-
онировании человеческого общества, системы. 
А учитель оказался крайним, хотя на протяже-
нии нескольких лет благодаря своему трудолю-
бию, ответственности и таланту как-то нивели-
ровал губительное воздействие на школьника 
проводимых чиновничеством реформ. «Не в со-
ответствии с…, а вопреки…» школа некоторое 
время продолжала выпускать неплохих ребят. 
Но, как говорится, «все кончается».

Вот недавно наш уважаемый Президент ска-
зал, что теперь оценку труда учителя будут про-
водить по конечному результату.

Боюсь, что это невозможно.
Термин «конечный результат» взят из произ-

водственной сферы, где конечный продукт — из-
делие, которое можно быстро протестировать с 
помощью всевозможных технических средств 
(химического анализа, дефектоскопа, интерфе-
рометра и т.п.), и готовые изделия должны быть 
абсолютно одинаковы (в рамках допуска по-
грешности).

Однако следует заметить, что эта одинако-
вость противоречит природе человека. Нет и не 
может быть (а по-видимому, и не должно быть) 
двух одинаковых людей, в этом заложена суть 
развития общества.

«Равенство («в смысле одинаковости») — по-
нятие абиологичное. В природе равенства нет. 
Если бы было равенство — не было бы на Зем-
ле развития. Идея равенства позволяет бездар-
ному жить за счет одаренного… все равно, захва-
тив себе даже большую часть, бездарный не по-
лучит главного — таланта» (В. Дудинцев. «Бе-
лые одежды»).

Это только в фантастических романах шагают 
шеренги абсолютно одинаковых солдат.

Коме того, «готовое изделие» — ученика — 
полностью протестировать сможет только жизнь, 
а определить КТУ (коэффициент трудового уча-

стия) каждого отдельно взятого учителя в этом 
готовом изделии просто невозможно.

Оценка труда учителя — это вообще вещь доволь-
но сложная, и, кстати, трудно понять, почему эту 
оценку дают чиновники от образования, которые 
подчас сами — неудавшиеся учителя в прошлом.

На мой взгляд, оценить труд учителя сложно 
из-за наличия в нем творческого начала. При-
чем оценку учителя в отрыве от оценки контин-
гента обучаемых им учеников производить во-
обще бессмысленно. Мы все разные. Мы не мо-
жем все одинаково петь, рисовать, бегать и пры-
гать, одинаково грамотно писать, решать зада-
чи. Все это можно реализовать в каждом кон-
кретном случае в определенных разумных (воз-
можных) рамках.

Беда еще в том, что мыслящего учителя шко-
ла, а точнее, школьное чиновничество выталки-
вает всячески из преподавательского дела, тем 
самым обедняя школу и делая ее серой.

Заканчивается третья учебная четверть, и 
школы получают распоряжение составить годо-
вой план (на прошедший год) работы с талант-
ливыми детьми. Чиновники и проверяющие бу-
дут судить о качестве такой работы не по факту 
ее выполнения, а по количеству ее бумажного 
оформления. Я уже не говорю о том, что в шко-
ле нет специалистов по данной проблеме, нет 
никаких методик определения степени талант-
ливости. Да и вообще, что мы имеем в виду под 
талантливостью вообще? Мы способности-то к 
определенному виду деятельности определяем 
на глаз.

Сегодня мы снова пытаемся создать какую-то 
универсальную таблицу, заполнив которую мож-
но будет в конце (по количеству набранных бал-
лов) получить готовую оценку труда учителя. Не 
знаю, а точнее — сомневаюсь, что такую таблицу 
удастся создать: слишком многогранна деятель-
ность учителя и слишком велико число возмож-
ных вариантов достижения определенного ре-
зультата, да и сам результат увидится только че-
рез много лет после выпуска ученика из школы.



В учебных пособиях, используемых при преподавании статистики, 
рассматриваются лишь простейшие статистические харак-
теристики числового набора (среднее, медиана, мода, дис-
персия, размах). Однако одна из основных характеристик 
положения числового набора, медиана, является частным 
случаем более интересных характеристик — квартилей. Эти 
величины позволяют лучше охарактеризовать не только по-
ложение, но и разброс чисел набора. 

КВАРТИЛИ В 
ОПИСАТЕЛЬНОЙ 
СТАТИСТИКЕ

Определение квартилей
В статье [1] мы рассказали о различных мерах положения чис-

лового набора — среднем значении, медиане, моде — и провели 
их сравнительный анализ. В связи с этим мы упомянули, что бо-
лее точно охарактеризовать положение и разброс чисел набора 
можно с помощью так называемых квартилей. В этой статье мы 
подробно расскажем о квартилях и связанных с ними понятиях.

Начнем с того, что кратко повторим определение медианы чис-
лового набора. Неформально медиана числового набора x = (x1, 
…, xn), упорядоченного по возрастанию, определяется как такое 
число, слева и справа от которого лежит одно и то же количество 
чисел набора. Точное определение длиннее: 

• упорядочим по возрастанию рассматриваемый набор чисел; 
полученный набор (x1, x2, …, xn) называется вариационным ря-
дом; 

• если этот набор состоит из нечетного количества чисел, 
n = 2k – 1, то его медиана μx — это число xk с номером k; 

• если же этот набор состоит из четного количества чисел, 

n = 2k, то его медиана μx — это число 1 ,
2

k kx x ++  лежащее посреди-

не отрезка [xk; xk + 1]. 
Если считать, что среднее арифметическое чисел xk и xk + 1 (то 

есть k-го и (k + 1)-го членов набора) — это число 1
2

k
x

+
 с «номером» 

1
,

2
k⎛ ⎞+⎜ ⎟⎝ ⎠

 то оба случая можно объединить в один, сказав, что меди-

ана — это 
1

2
n +

-е в порядке возрастания число основного набора. 

Значение медианы возрастает, когда ее рассматривают как вто-
рую квартиль Q2 и в дополнение к ней вычисляют первую квар-
тиль Q1 (ее обычно называют нижней) и третью квартиль Q3 (ее 
обычно называют верхней). Неформально говоря, квартили Q1, 
Q2, Q3 делят исходный упорядоченный набор на четыре (пример-
но) равные части. Иначе говоря, нижняя квартиль — это медиа-
на первой половины исходного набора, а верхняя квартиль — ме-
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диана второй половины исходного набора. Уточ-
нить это неформальное определение нижней и 
верхней квартилей можно несколькими спосо-
бами, которые обычно приводят к разным ре-
зультатам (хотя и не очень сильно отличающим-
ся) — общепринятого определения квартилей в 
описательной статистике нет (подробнее по это-
му поводу см., например, [2, 3]). Скажем, в бри-
танском школьном учебнике [4], подготовлен-
ном экзаменационным центром OCR (Oxford, 
Cambridge and Royal Society of Arts), принято 
следующее определение.

Определение 1. Чтобы найти квартили 
числового набора,

1) нyжно упорядочить числа исходного 
набора по возрастанию. Если некоторые 
числа набора повторяются, то они стоят 
одной группой, то есть учитываются в на-
боре нужное количество раз;

2) если набор содержит четное количе-
ство чисел, то нужно разделить эту упоря-
доченную версию исходного набора на две 
равные (по числу элементов) половины. 
Медиана первой половины — это нижняя 
квартиль, а медиана второй половины — 
верхняя;

3) если набор содержит нечетное коли-
чество чисел, то нужно найти медиану и 
вычеркнуть ее из набора (так что останет-
ся четное количество чисел). После этого 
нужно оставшиеся числа разделить на две 
равные (по числу элементов) половины. 
Медиана первой половины — это нижняя 
квартиль, а медиана второй половины — 
верхняя. 

Рассмотрим, например, набор 11, 11, 15, 15, 
15, 15, 18, 20, 20, 160. Он состоит из 10 чисел, 
которые уже упорядочены по возрастанию. Пер-
вая половина — это набор 11, 11, 15, 15, 15. Он 
состоит из 5 чисел. Поэтому его медиана — тре-
тье по счету число, то есть 15 — это и будет ниж-
няя квартиль Q1. Вторая половина — это набор 
15, 18, 20, 20, 160. Он также состоит из 5 чи-
сел. Поэтому его медиана — третье по счету чис-
ло, то есть 20, это и будет верхняя квартиль Q3. 
Вторая квартиль Q2 — это медиана исходного на-
бора, то есть среднее арифметическое пятого и 
шестого чисел исходного набора 

2

15 15
15.

2xQ
+

≡ μ = =  Итак, для рассмотренного 

набора Q1 = 15, Q2 = 15, Q3 = 20.
Возьмем теперь набор, содержащий нечетное 

количество чисел, например, 2, 7, 6, 2, 11, 8, 9, 
4, 3 (n = 9). После упорядочивания по величине 

мы получим набор: 2, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9, 11. Ме-
диана этого набора (она будет второй квартилью 
Q2) — это пятое по порядку число, то есть 6. Вы-
черкивая медиану, мы получим набор из вось-
ми чисел: 2, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 11. Первая полови-
на — это набор 2, 2, 3, 4. Он состоит из 4 чисел. 
Поэтому его медиана — среднее арифметическое 
второго и третьего чисел, то есть 2,5, это и будет 
нижняя квартиль Q1. Вторая половина — это на-
бор 7, 8, 9, 11. Он также состоит из четырех чи-
сел. Поэтому его медиана — среднее арифмети-
ческое второго и третьего чисел, то есть 8,5 — 
это и будет верхняя квартиль Q3. Итак, для рас-
смотренного набора Q1 = 2,5, Q2 = 6, Q3 = 8,5.

Именно это определение мы будем использо-
вать дальше в нашей статье.

Обратим внимание на следующее обстоятель-
ство. В рассмотренном только что примере ниже 
нижней квартили Q1 = 2,5 находится два числа 
из рассматриваемого набора: x1 = 2 и x2 = 2. Эти 

два числа составляют 
2

22%
9

≈  от общего количе-

ства чисел набора. Выше верхней квартили Q3 = 8,5 
находится тоже два числа из рассматриваемо-
го набора: x8 = 9 и x9 = 11. Эти два числа состав-

ляют 
2

22%
9

≈ от общего количества чисел набо-

ра. «Центральная» часть набора, которая со-
стоит из чисел, лежащих между нижней и верх-
ней квартилями, содержит 5 чисел, что состав-

ляет 
5

56%
9

≈  от общего количества чисел набора. 

Поэтому фразу «квартили делят набор на четыре 
равные части» нельзя понимать буквально.

Еще один распространенный способ определе-
ния квартилей связан с определением медианы 

как 
1

2
n +

-го в порядке возрастания числа основ-

ного набора. В соответствии с этим определени-
ем (назовем его определение 2): 

Определение 2. i-я квартиль Qi — это 
1

1
4

n
i

−⎛ ⎞⋅ +⎜ ⎟⎝ ⎠ -е в порядке возрастания число 

основного набора.

Иначе говоря, нижняя квартиль Q1 — это 
3

4
n +

-е 

в порядке возрастания число основного набо-
ра, медиана Q2 — это (как и следовало ожидать) 

1
2

n +
-е в порядке возрастания число основного 

набора, а верхняя квартиль Q3 — это 
3 1

4
n +

-е в 

порядке возрастания число основного набора: 

1 3
4

,nQ x +=  2 1
2

,nQ x +=  3 3 1
4

.nQ x +=
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При этом, по определению, если «номер» 
3

,
4

n +
 

1
2

n +
 или 

3 1
4

n +
 имеет вид: 

• 1
,

2
k +  где k — некоторое натуральное число, то 

1 1
2

1 1
;

2 2k k
k

x x x ++
= +

• 1
,

4
k +  где k — некоторое натуральное число, то 

1 1
4

3 1
;

4 4k k
k

x x x ++
= +

• 3
,

4
k +  где k — некоторое натуральное число, то 

3 1
4

1 3
.

4 4k k
k

x x x ++
= +

Этот способ определения значений для дроб-
ных «номеров», когда значение xk + t, где число 
k — натуральное, а число t лежит между 0 и 1, 
определяется по формуле 

xk + t = (1 – t)xk + txk + 1,
называется линейной интерполяцией. Отметим, 
что в рассматриваемой ситуации число k называет-
ся целой частью числа k + t, а число t — дробной.

Применим это новое определение квартилей к 
рассмотренным ранее наборам.

Набор 11, 11, 15, 15, 15, 15, 18, 20, 20, 160 со-
стоит из n = 10 чисел. 

Нижняя квартиль Q1 равна

1 13 1 3 4
3

4 4

3 1 1           3
15 15 15.

4 4 4 4
Q x x x x

+
= = = + = ⋅ + ⋅ =

Напомним, что в соответствии с первым опре-
делением мы получили то же значение нижней 
квартили. 

Верхняя квартиль Q3 равна

3 31 3 7 8
7

4 4

1 3 1 3
18 20 19,5.

4 4 4 4
Q x x x x

+
= = = + = ⋅ + ⋅ =

Хотя первое определение дало для верхней квар-
тили значение 20, отличие не очень большое. 

 Набор 2, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9, 11 состоит из 
n = 9 чисел. Нижняя квартиль Q1 равна 

1 12 3
4

3Q x x= = =  (определение 1 дало для нижней 

квартили значение 2,5). Верхняя квартиль Q3 
равна 3 28 7

4

8Q x x= = =  (определение 1 дало для 

верхней квартили значение 8,5). Как и в первом 
примере, оба определения дают для квартилей 
близкие значения.

Термин «квартиль» (англ. quartile) происхо-
дит от латинского слова quartus (в средневековой 
латыни: quartilis) – «четвертый». От этой латин-
ской основы произошли и слова «квартал» — чет-
вертая часть года (три месяца), «квартет» – му-
зыкальный ансамбль из четырех исполнителей. 

В статистике термин «квартиль» появился в 1879 
г. и обычно связывается с именем английского 
ученого Ф. Гальтона (F. Galton, 1822–1911). 

 
Квартили в зарубежных школьных 
программах статистики

В странах с давней традицией преподавания 
статистики в школах понятие квартили и связан-
ные с ним понятия (интерквартильный размах, 
квартильная диаграмма, выбросы и т.д.) включе-
ны в школьные программы изучения статистики. 
Например, английская (в других регионах Вели-
кобритании ситуация аналогична) школьная про-
грамма по статистике (см. [5], с. 35, 40 или [6], 
с. 13, 14) требует, чтобы учащиеся могли:

• вычислять квартили и интерквартильный 
размах;

• строить, интерпретировать и использовать 
квартильные диаграммы;

• использовать квартили для выявления ано-
мальных значений (выбросов). 

Соответствующий материал излагается в бри-
танских школьных учебниках по статистике; на-
пример, учебник [7] содержит разделы:

• «Размах и квартили» (с. 95), 
• «Интерквартильный и интерперцентильный 

размах» (с. 96–98), 
• «Квартильная диаграмма» (с. 105–106), 
• «Измерение асимметрии с использованием 

квартильного коэффициента» (с. 107), 
а учебник [4] — разделы:
• «Интерквартильный размах» (раздел 3.3, 

с. 45–49),
• «Квартильные диаграммы» (раздел 3.4, 

с. 50–51),
• «Выбросы» (раздел 3.5, с. 52–53). 
Задачи, которые предлагаются на экзаменах 

по статистике на получение аттестата о среднем 
образовании (General Certifi cate of Secondary 
Education — GCSE; это некоторый аналог отече-
ственной ГИА), часто включают задания по ука-
занным выше темам (см., например, [8], задача 
1B, или [9], экзамен 1H, задача 8).

В зарубежных методических изданиях по ста-
тистике часто публикуются статьи (см., напри-
мер, [10–12]), посвященные преподаванию в 
школах понятия квартилей и связанных с ним 
более сложных понятий. В них обсуждается как 
методика преподавания, так и возникающие при 
этом проблемы с пониманием школьниками этих 
относительно сложных тем описательной стати-
стики. В некоторых публикациях, скажем в [13], 
на основе опыта преподавания в разных странах 
высказывается определенный скептицизм по по-
воду возможности и необходимости включения 
квартилей в школьный курс статистики. 
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Применение компьютеров для 
вычисления квартилей

Второе определение квартилей реализовано 
в электронных таблицах Microsoft Offi ce Excel, 
где для подсчета квартилей можно использовать 
стандартную функцию КВАРТИЛЬ.

Вернемся к ранее рассмотренному набору чисел 
11, 11, 15, 15, 15, 15, 18, 20, 20, 160.

Введем эти данные в ячейки с адресами A1, 
A2, …, A10. 

Чтобы найти первую квартиль, введем в ячей-
ку А11 формулу =КВАРТИЛЬ(A1:A10,1) (в за-
висимости от версии Excel для разделения пара-
метров в функциях используется или запятая, 
или точка с запятой.) Значение функции (т.е. 
первой квартили) равно 15.

Чтобы найти вторую квартиль (ме-
диану), введем в ячейку А12 формулу 
=КВАРТИЛЬ(A1:A10,2). Значение второй квар-
тили на этом наборе также равно 15.

Для нахождения третьей квартили введем в 
ячейку А13 формулу =КВАРТИЛЬ(A1:A10,3). 
Ее значение равно 19,5.

Отметим, что для функции КВАРТИЛЬ совер-
шенно неважно, упорядочены или нет числа на-
бора. Кроме того, эта функция позволяет найти 
наибольшее и наименьшее числа набора: форму-
ла КВАРТИЛЬ(A1:A10,0) даст наименьшее чис-
ло набора, а формула КВАРТИЛЬ(A1:A10,4) — 
наибольшее.

Квартильная диаграмма
Обычно квартили изображают графически с 

помощью квартильной диаграммы (английский 
термин «box and whisker plot», «box and whisker 
diagram»; буквально — «ящик с усами»). 

Чтобы нарисовать квартильную диаграмму, 
на числовой прямой нужно отметить кварти-
ли и нарисовать два смежных прямоугольника 
(«ящика») одинаковой высоты или, что то же са-
мое, нарисовать прямоугольник на отрезке [Q1; 
Q3] и разделить его на два прямоугольника вер-
тикальным отрезком, проходящим через медиа-
ну (рис. 1). Высоту прямоугольника можно взять 
любой, хотя есть варианты квартильных диа-
грамм, когда высота несет определенную смыс-
ловую нагрузку [14].

Рис. 1

Кроме того, на числовой оси нужно отметить 
экстремальные значения исходного числового на-
бора (то есть наибольшее и наименьшее числа) и 
соединить их горизонтальными отрезками («уса-
ми») с серединами соответствующих вертикаль-
ных отрезков (проведенных через нижнюю и верх-
нюю квартили); концы этих отрезков обычно отме-
чают небольшими вертикальными отрезками.

Ситуация, изображенная на рис.1, соответству-
ет набору 2, 7, 6, 2, 11, 8, 9, 4, 3, рассмотренному 
выше. Как было показано, в соответствии с опре-
делением 1 (которое мы используем как основ-
ное), для этого набора Q1 = 2,5, Q2 = 6, Q3 = 8,5.

Для большей наглядности мы отметили и чис-
ла исходного набора. Обратим внимание на чис-
ло 2. Оно появилось в рассматриваемом наборе 
два раза. Мы отразили это обстоятельство двумя 
точками — одна из них стоит на числовой оси, а 
вторая чуть выше ее.

Часто получившуюся конфигурацию припод-
нимают над осью абсцисс (мы сделали это на 
рис. 1) — это удобно для сравнения разных набо-
ров, а иногда размещают вертикально.

Таким образом, квартильная диаграмма в на-
глядной форме показывает положение чисел на-
бора на числовой оси:

• медиана указывает на «среднее» значение 
набора;

• ширина «ящиков» показывает разброс (при-
мерно) 50% центральных, наиболее характер-
ных значений;

• длина «усов» показывает, насколько сильно 
выброшены в сторону (примерно) 25% наимень-
ших и (примерно) 25% наибольших чисел набора;

• сравнивая между собой ширину левого и пра-
вого «ящиков», а также длины левого и правого 
«усов», можно судить о том, насколько несимме-
тричным является рассматриваемый набор.

Графическое описание набора данных с помо-
щью квартильной диаграммы было предложено 
в 1970 г. известным американским статистиком, 
профессором университета Принстона, Джоном 
Тьюки (John Tukey, 1915–2000). Этот метод стал 
общепринятым после опубликования в 1977 г. 
его книги [15].

Интерквартильный размах
C помощью верхней и нижней квартилей 

определяют важную меру рассеивания набо-
ра чисел — интерквартильный размах (соот-
ветствующий английский термин interquartile 
range переводят и как межквартильный раз-
мах). По определению, интерквартильный раз-
мах (его обычно обозначают IQR) — это разность 
Q3 – Q1:

IQR = Q3 – Q1.
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Интерквартильный размах показывает, на-
сколько разбросаны 50% «центральных» значе-
ний рассматриваемого набора чисел. Это поня-
тие было введено в 1882 г. Ф. Гальтоном.

Выбросы
Выбросы — это числа, которые сильно отли-

чаются от остальных чисел набора и в ситуации, 
которую описывает рассматриваемый набор чи-
сел, являются необычными. Рассмотрим, напри-
мер, следующий набор из 10 чисел: 

63, 68, 62, 59, 64, 62, 67, 65, 94, 64
(это могут быть оценки ЕГЭ по математике для 
группы школьников). На рисунке 2 эти числа 
изображены на числовой оси. Видно, что 9 оце-
нок из 10 стоят плотной группой, а одна оценка, 
94, стоит далеко справа. Если бы мы сравнивали 
эту группу школьников с другой, в которой мате-
матика преподается по другой методике (напри-
мер, чтобы понять, какая из двух методик луч-
ше), то эту оценку было бы неразумно прини-
мать в расчет, так как столь высокая оценка, ви-
димо, связана с математической одаренностью 
ученика и мало зависит от методики преподава-
ния математики в школе. В рассматриваемой си-
туации число 94 и будет выбросом.

Рис. 2

Однозначного ответа на вопрос, насколько да-
леко должно лежать число от основной массы 
значений набора, чтобы его можно было считать 
выбросом, нет. Джон Тьюки [15] предложил сле-
дующий подход, который является общеприня-
тым в описательной статистике:

• числа набора, лежащие между нижней и верх-
ней квартилями (то есть в «ящике» квартильной 
диаграммы), являются наиболее характерными; 

• числа, которые отклоняются от нижней и 
верхней квартилей не больше, чем на полтора ин-
терквартильных размаха, то есть удовлетворяют 
неравенству f* ≤ x < Q1, где f* = Q1 – 1,5æIQR, или 
неравенству Q3 < x ≤ f*, где f* = Q3 + 1,5æIQR, не 
столь характерны, но должны учитываться как 
значимые, так как их отклонения от типичных 
значений не очень большие; 

• те числа, которые отклоняются от нижней и 
верхней квартилей больше, чем на полтора ин-
терквартильных размаха, то есть удовлетворяют 
неравенству x < f* или неравенству x > f*, следу-
ет считать выбросами.

Чтобы наглядно отразить выбросы, квартиль-
ную диаграмму немного модифицируют, а имен-

но, если есть выбросы, то рисуют «усы» не до 
минимального и максимального чисел набора, 
а лишь до чисел набора, наиболее удаленных от 
соответствующих квартилей, но не дальше, чем 
на 1,5æIQR. Таким образом, «усы» не переходят 
через барьеры f* и f*. Числа набора, которые не 
попадают на эту модифицированную квартиль-
ную диаграмму (то есть выбросы), отмечают осо-
бо. Часто для этого используют не точки, а ма-
ленькие крестики. 

Для рассматриваемого нами иллюстративно-
го набора такая модифицированная диаграмма 
изображена на рисунке 2 (в нашем случае медиа-
на равна 64, нижняя квартиль равна 62, верх-
няя квартиль равна 67, интерквартильный раз-
мах равен 5, имеется только один выброс, рав-
ный 94 ). 

Если в анализируемом наборе есть выбро-
сы, необходимо разобраться, почему они по-
явились. Иногда выбросы являются следствием 
ошибок при сборе данных. В этом случае их нуж-
но исправить или, если это невозможно, исклю-
чить выбросы из набора. Но чаще выбросы — это 
верные значения. В этом случае нужно особен-
но тщательно проанализировать причину их по-
явления. Обычно это позволяет получить важ-
ные выводы о реальной ситуации, которую опи-
сывает анализируемый набор данных. В частно-
сти, необходимо понять, могут ли подобные экс-
тремальные значения появиться в других подоб-
ных ситуациях.

Имея в виду проведенные выше рассуждения, 
уместно сделать несколько замечаний по поводу 
интерквартильного размаха:

• Важное достоинство интерквартильного раз-
маха заключается в том, что его значение не за-
висит от выбросов. 

• С другой стороны, оставшиеся 50% чисел на-
бора игнорируются — это, конечно, недостаток 
этой меры рассеивания. 

• Поэтому применять интерквартильный раз-
мах имеет смысл в тех случаях, когда выбросы 
не являются типичными значениями, характер-
ными для ситуации, описываемой набором, ко-
торый мы изучаем, и их следует игнорировать. 
Вообще, важно понимать, что математика — это 
только аппарат для исследования реальной си-
туации. Если не учитывать важные свойства из-
учаемого объекта, то формальные математиче-
ские вычисления могут привести нас не к самым 
разумным выводам.

Асимметрия набора
Как мы уже отмечали, с помощью квартилей 

можно понять, насколько несимметричным яв-
ляется рассматриваемый набор. 
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Если медиана находится точно посередине между 
нижней и верхней квартилью (т.е. левый и правый 
«ящики» на квартильной диаграмме имеют одина-
ковые основания), то из (примерно) 50% «централь-
ных» значений рассматриваемого набора чисел при-
мерно половина лежит в левом «ящике», а вторая 
половина — в равном ему по размеру правом. Иначе 
говоря, эти «центральные» значения в целом распо-
ложены вокруг медианы симметрично. 

Если нижняя квартиль находится от медианы 
дальше, чем верхняя (то есть левый «ящик» на 
квартильной диаграмме больше правого), то ле-
вая половина «центральных» значений рассма-
триваемого набора чисел разбросана больше, чем 
правая. Иначе говоря, эти «центральные» зна-
чения в целом расположены вокруг медианы не-
симметрично, со скосом в левую сторону. Такой 
набор называют отрицательно асимметричным.

Если же верхняя квартиль находится от медиа-
ны дальше, чем нижняя (то есть правый «ящик» 
на квартильной диаграмме больше левого), то 
правая половина «центральных» значений рас-
сматриваемого набора чисел разбросана боль-
ше, чем левая. Иначе говоря, эти «центральные» 
значения в целом расположены вокруг медианы 
несимметрично, со скосом в правую сторону. Та-
кой набор называют положительно асимметрич-
ным.

Асимметрию набора можно описать и количе-
ственно. В статистике для этого введено несколь-
ко разных величин (примерно так же, как поло-
жение набора можно описывать средним значе-
нием, медианой и модой). Например, можно ис-

пользовать отношение 2 1

3 2

Q Q
Q Q

−
λ =

−
 (при Q3 ≠ Q2). 

Говорят, что точка Q2 делит отрезок [Q1; Q3] в от-
ношении λ. Число λ показывает, во сколько раз 
левый «ящик» квартильной диаграммы шире 
правого: 

• если λ = 1, то эти ящики имеют одинаковую 
ширину, и распределение является симметрич-
ным в смысле данного выше определения;

• если λ > 1, то «левый» ящик шире правого, 
и распределение является отрицательно асимме-
тричным в смысле данного выше определения;

• если λ < 1, то «правый» ящик шире левого, и 
распределение является положительно асимме-
тричным в смысле данного выше определения.

Единственный недостаток этого, в общем-то 
естественного определения заключается в том, 
что для симметричного распределения, то есть 
с нулевой асимметрией, коэффициент равен 1, 
для положительно асимметричного распреде-
ления коэффициент меньше 1, для отрицатель-
но асимметричного распределения коэффици-
ент больше 1. Хотелось бы ввести такую меру, 

чтобы для симметричного распределения, т.е. 
с нулевой асимметрией, она была бы равна 0, 
для положительно асимметричного распределе-
ния — была бы больше 0 (то есть положительна), 
для отрицательно асимметричного распределе-
ния — была бы меньше 0 (то есть отрицательна). 
Имея это в виду, в качестве меры асимметрии 

рассматривают число 1
.

1
k

− λ
=

+ λ
 Его обычно на-

зывают квартильный коэффициент или асим-
метрия Баули (A.L. Bowley, 1869–1957 — ан-
глийский статистик и экономист). Через кварти-
ли квартильный коэффициент выражается сле-
дующим образом:

3 1 2

3 1

2Q Q Q
k

Q Q
+ −

= =
−

верхняя квартиль + нижняя квартиль – 2 медианы

верхняя квартиль – нижняя квартиль
.

⋅
=

Квартильный коэффициент определен толь-
ко для наборов, у которых верхняя квартиль не 
совпадает с нижней, то есть «центральные» 50% 
значений набора разбросаны по отрезку [Q3; Q1] 
ненулевой длины.

Возможные значения квартильного коэффи-
циента лежат на отрезке [–1; +1]. Действитель-

но, двойное неравенство 3 1 2

3 1

2
1 1

Q Q Q
Q Q
+ −

− ≤ ≤
−

 рав-

носильно двум неравенствам: 
–Q3 + Q1 ≤ Q3 + Q1 – 2Q2 

и 
Q3 + Q1 – 2Q2 ≤ Q3 – Q1,

которые после приведения подобных членов сво-
дятся к двойному неравенству 

Q1 ≤ Q2 ≤ Q3,
которое, очевидно, истинно.

Если квартильный коэффициент равен 0, то 
это означает, что 

Q3 + Q1 – 2Q2 = 0,
то есть 

Q3 – Q2 = Q2 – Q1.
Но Q3 – Q2 — это ширина правого ящика, а 

Q2 – Q1 — левого. Поэтому равенство Q3 – Q2 = Q2 – Q1 
означает симметрию набора в смысле определе-
ния, данного в начале этого раздела.

При изменении параметра λ от 0 до +∞ функ-

ция 1
( )

1
k

− λ
λ =

+ λ
 монотонно убывает от 1 до –1. Та-

ким образом, значение квартильного коэффици-
ента, близкое к –1, равносильно тому, что зна-
чение λ велико, что, в свою очередь, означает, 
что левый «ящик» много шире правого, то есть боль-
шую отрицательную асимметрию. Значение квар-
тильного коэффициента, близкое к +1, равносильно 
тому, что значение λ очень мало, что, в свою очередь, 
означает, что правый «ящик» много шире левого, то 
есть большую положительную асимметрию.
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Особо подчеркнем, что при обсуждении симме-
трии или асимметрии числового набора мы при-
нимали в расчет только (примерно) 50% «цен-
тральных», наиболее типичных чисел, игнори-
руя числа, которые лежат ниже нижней кварти-
ли или выше верхней. В статистике есть и другие 
меры асимметрии, которые используют все числа 
набора. Наиболее простым из них (он использует 
только основные меры положения и рассеивания) 
является коэффициент асимметрии Пирсона:

среднее значение – медиана

стандартное отклонение
3 3 .x x

x

M
s
− μ

=

Он равен нулю для наборов, у которых сред-
нее значение совпадает с медианой, и только для 
них. Таким образом, этот подход считает харак-
терным свойством симметричных наборов ра-
венство среднего значения и медианы. 
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Сделать это несложно: надо лишь написать ста-
тью и прислать ее в редакцию журнала. И еще одно 
условие — она должна быть интересна и полезна ва-
шим коллегам.

Требования к оформлению статьи таковы:
Материал должен быть либо напечатан, на ком-

пьютере или на пишущей машинке. 
Рисунки должны быть четкими, аккуратны-

ми, выполненными на белой нелинованной или 
клетчатой бумаге с помощью чертежных инстру-
ментов. Если вы хорошо владеете компьютером, 
можете воспользоваться для этого программой 
Corel Draw. 

Рисунки надо пронумеровать, нумерация долж-
на соответствовать их нумерации в тексте.

Фотографии должны быть цветными. Формат 
фотографий, отпечатанных на бумаге, не менее 
10 × 15 см. Размер цифровых фотографий не ме-
нее 800 × 600 пикселей, формат JPG, качество, ис-
пользуемое при сохранении JPG-файлов, высо-
кое (high).

Прислать статью можно по почте или по элек-
тронной почте. Всю необходимую для этого инфор-
мацию вы найдете на странице 2 журнала.

Для выплаты гонорара необходимо заполнить 
авторскую карточку.

Приглашаем вас к сотрудничеству 
и желаем удачи!

Данные автора
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Отчество  

Дата рождения  

Место рождения   

Паспорт

Серия               №             Когда выдан  
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 Адрес прописки
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Адрес проживания
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Л. ГОРБОВА,
дер. Большое Уварово, 

Московская обл.

В статье представлены планы-конспекты четырех уроков по  теме 
«Статистические характеристики». В ходе этих уроков уча-
щиеся знакомятся с такими характеристиками описатель-
ной статистики, как среднее арифметическое, мода, размах, 
медиана, решают задачи и выполняют исследовательскую 
работу, материалом для которой являются их же школьные 
отметки.

Учебник: Макарычев Ю.Н., Миндюк Н.Г., Нешков К.И., Суворова С.Б. 
Алгебра. 7 класс. — М.: Просвещение, 2008.

Оборудование: интерактивный комплекс, калькулятор.

КОНСПЕКТЫ УРОКОВ ПО ТЕМЕ 

«СТАТИСТИЧЕСКИЕ 
ХАРАКТЕРИСТИКИ»

Урок 1
Тема: «Среднее арифметическое, размах и мода»

Цель: дать определение среднего арифметического, размаха и 
моды.

Устная работа с использованием интерактивного комплекса
Пример 1. В группе продленного дня ученики должны были за-

писать, сколько минут затратил каждый на выполнение домаш-
него задания по алгебре. Находим среднее арифметическое это-
го ряда чисел:
(25 + 34 + 30 + 25 + 37 + 21 + 25 + 20 +

+ 34 + 35 + 37 + 20 + 35 + 25) : 14 = 28,8 мин.
Вспоминаем определение среднего арифметического, которое 

известно из курса 5-го класса.

Изучение нового материала
28,8 мин. — среднее время, затраченное на выполнение до-

машнего задания по алгебре. Но иногда среднее арифметическое 
не дает полезной информации. Например:

• средний размер одежды, которую носят ученики вашего клас-
са. Если приобрести в магазине джинсы по этому показателю, то 
они могут не подойти никому;

• средний размер обуви, которую носят ученики вашего клас-
са. Если приобрести в магазине кроссовки по этому показателю, 
то они тоже могут не подойти никому.

Анализ приведенного ряда данных показывает, что время, затра-
ченное некоторыми учащимися на выполнение домашнего задания 
по алгебре, существенно отличается от среднего арифметического.

— Чему равно наибольшее время выполнения домашнего зада-
ния? а наименьшее?                                                                   [37 мин., 20 мин.]

— Найдем разность между ними.                                                 
    [17]

Эта разность называется размахом. Дайте определение, что же 
такое размах. (Выслушать несколько ответов.)

7 класс
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— Найдите размах между наибольшим и наи-
меньшим значениями размеров вашей одежды и 
обуви. Как вы думает, что показывает размах в 
этих случаях?

[Колебание от наименьшего до 
наибольшего.]

— В каких случаях он дает более полную харак-
теристику явления, чем среднее арифметическое?

[Колебание температуры в тече-
ние суток или месяца наблюдений.]

Вернемся к нашему первому примеру. 
— Какое число там встречается наиболее часто?

[25 — четыре раза.]
Оно называется модой ряда. Найдите моду в 

других примерах. 
— Когда мода является наиболее приемлемой 

характеристикой? Приведите примеры.
[Мода является наиболее приемле-

мым показателем при изучении спро-
са в торговле: какой размер обуви, 
одежды и т.д. является наиболее ходо-
вым. Или в какой фасовке покупатели 
предпочитают приобретать в магази-
не или на рынке тот или иной товар.]

Работа с учебником
Прочесть и обсудить текст учебника на 

с. 33–35.

Решение задач
№ 167(а) — на доске с подробными коммента-

риями; 
№ 164 (1, в–а; 2, в–б; 3, в–в; 4, в–г) — самосто-

ятельно с проверкой на интерактивной доске; 
№ 170 — устно; 
№ 177, 178 — самостоятельно с проверкой на 

интерактивной доске.

Задание на дом

П. 9, № 169 (по вариантам), 180, 181.

Итог урока

Урок 2
Тема: «Медиана как статистическая 
характеристика»

Цели:
— дать начальные сведения об основных эта-

пах статистического исследования: сбор, систе-
матизация и анализ статистических данных;

— продемонстрировать удобные способы упо-
рядочивания и систематизации больших объе-
мов информации;

— дать определение медианы.

Проверка домашнего задания 
Провести на интерактивной доске, исправить 

ошибки.

Устная работа
1. В таблице показан расход электроэнергии  

(в кВт · ч) некоторой семьей в течение года:

Месяц Январь Февраль Март

Расход элек-
троэнергии

85 80 74

Месяц Апрель Май Июнь

Расход элек-
троэнергии

61 54 34

Месяц Июль Август Сентябрь

Расход элек-
троэнергии

32 32 62

Месяц Октябрь Ноябрь Декабрь

Расход элек-
троэнергии

78 81 82

Найдите моду и размах этого ряда чисел.
2. Что называется модой, размахом ряда чи-

сел?
3. В таблице записаны результаты измере-

ния на метеостанции температуры воздуха (в 
градусах Цельсия) в течение первой декады 
марта:

Число 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Темпе-
ратура

–2 –1 –3 0 1 2 2 3 4 3

Найдите среднюю температуру для этого про-
межутка времени.

[4,5 °С]
4. Что называется средним арифметическим?
5. Где находят применение изученные нами на 

прошлом уроке характеристики?
6. Что изучает статистика?

Статистика, строгая муза,
Ты реешь над каждой судьбой!
Ничто для тебя не обуза,
Никто не обижен тобой.
Не всматриваешься ты в лица
И в души не лезешь. А все ж
Для каждой людской единицы
В таблицах ты место найдешь.
В рядах твоей жесткой цифири,
В подсчеты и сводки включен,
Живу я, единственный в мире,
Но имя мое — легион.
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Умру я. Меня понемногу
Забудут друзья и родня.
Статистика, муза итогов,
Лишь ты не забудешь меня!
В простор без конца и границы
Бессмертной дорогой живых
Шагает моя единица
В дивизиях чисел твоих.

В. Шефнер

Изучение нового материала
Пример 1. Запишите данные таблицы из зада-

ния 1 в порядке возрастания (упорядочим дан-
ные этой таблицы).

[32, 32, 34, 54, 61, 62, 
74, 78, 80, 81, 82, 85]

Какие числа стоят на шестом и седьмом ме-
стах?

[62 и 74]
Найдем их среднее арифметическое.

[(62 + 74) : 2 = 68]
Число 68 называют медианой (от лат. medi-

ana — среднее).
Пример 2. Найдем медиану ряда: 30, 32, 37, 

40, 41, 42, 45, 49, 52. Этот ряд уже упорядочен. 
В нем девять чисел. Следовательно, медиана 
равна 41, так как это число стоит посередине.

Дайте определение медианы. (Выслушать 
возможные варианты.)

Работа с учебником
Прочесть определение медианы и пример на 

с. 40.

Решение задач
№ 186 — устно; 
№ 187 — по вариантам (двое — у доски, осталь-

ные — за партами самостоятельно); 
№ 189 — самостоятельно с последующей про-

веркой на интерактивной доске; 
№ 191.

Задание на дом

П. 9, 10, № 190, 192, 193.

Урок 3
Тема: «Решение задач»

Цели:
— дать начальные сведения об этапах стати-

стического исследования: сбор, систематизация 
и анализ статистических данных;

— продемонстрировать удобные способы упо-
рядочивания и систематизации больших объе-
мов информации.

Проверка домашнего задания
Три ученика пишут решение на доске.

Устная работа
1. Какие этапы статистического исследова-

ния вы использовали при выполнении заданий 
№ 190, 192, 193?

[Сбор и обработку статистических 
данных.]

2. По таблице результатов измерения темпера-
туры воздуха (в градусах Цельсия) в течение вто-
рой декады марта найдите размах, моду, медиа-
ну и среднее арифметическое.

Число 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

Темпе-
ратура

–3 –1 –2 0 0 1 2 2 2 4

Дайте определение этих характеристик.

Решение задач
№ 173, 175, 176.

Самостоятельная работа
Заполните таблицу своих отметок за прошлую 

неделю по всем предметам.

Предметы
Отметки

«2» «3» «4» «5»

Русский язык

Литература

Алгебра

Геометрия

Английский язык

Физика

История

Обществознание

Биология

География

Информатика и ИКТ

1. Найдите среднее арифметическое, моду и 
медиану.

2. Сформулируйте три вопроса к данной та-
блице и запишите их.

Задание на дом

Подготовьте материал для выполнения иссле-
довательской работы по изученной теме в инди-
видуальных картах.
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Урок 4
Исследовательская работа

Цели:
— рассмотреть различные способы представ-

ления информации;
— объективно оценить собственные достиже-

ния в учебе.

Устная работа
Повторить, что называется средним арифме-

тическим, размахом, медианой и модой.

Заполнение индивидуальных карт 
исследовательской работы

1. Выписанные ранее данные своей успевае-
мости внести в таблицу по образцу, выведенно-
му на интерактивную доску.

2. Заполнить в таблице второй столбец.

Неделя
Количество 

отметок
Отметка

«1» «2» «3» «4» «5»
1-я
2-я
3-я
4-я
5-я
6-я

ФИО учащегося

3. Составить упорядоченный ряд отметок, 
выставленных в дневник за шесть недель II чет-
верти.

4. Вычислить среднее арифметическое, ре-
зультат округлить до десятых.

5. Найти моду этого ряда.
6. Найти медиану этого ряда.
7. Найти размах этого ряда.
8. Представить данные таблицы в виде столб-

чатой диаграммы (1-й вариант), в виде круговой 
диаграммы (2-й вариант).

9. Ответить письменно на вопросы:
— В какую неделю я учился лучше всего?
— В какую неделю я учился хуже всего?
— Какие отметки я получал чаще всего?

Собрать заполненные индивидуальные кар-
ты исследовательской работы для последующей 
проверки.

Литература
1. Жилина В., Яценко О. Статистические ха-

рактеристики // Математика, 2010, № 15.
2. Панищева О.В. Математика в стихах. За-

дачи, сказки, рифмованные правила. — Волго-
град: Учитель, 2009.

Ф О ТО  Н А  КО Н К У Р С

Математическая 
игротека — 

внеклассное 
мероприятие для 
шестиклассников

Автор: Н.Г. Соколова,  
средняя школа № 641,  
г. Санкт-Петербург
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УМНОЖЕНИЕ 
НАТУРАЛЬНЫХ 
ЧИСЕЛ

За неделю до проведения урока учащиеся делятся на пять групп. 
Каждая группа получает задание: найти метод умножения 
натуральных чисел, который редко используется в повсед-
невной жизни, и представить его одноклассникам. 

Ход урока
Цель урока: способствовать углублению знаний учащих-

ся по теме урока на основе самостоятельно полученных зна-
ний.

Ученики садятся по группам. Урок сопровождается заранее 
подготовленной презентацией. 

Теоретический бой
Ответьте на вопросы: 
• Какие числа называются натуральными?
• Как называются компоненты при умножении?
• Как найти неизвестный множитель?
• Какие свойства умножения вам известны?
• Верно ли, что если число умножить на 1, то оно не изме-

нится?
• Произведение каких двух одинаковых множителей равно 

121?
• Представьте число 64 в виде произведения двух различных 

множителей всеми возможными способами.

Проверка домашнего задания 
Два ученика делают короткие сообщения по темам «Кто такой 

Пифагор?», «Таблица Пифагора».

 Таблица Пифагора

2 3 4 5 6 7 8 9

2 4 6 8 10 12 14 16 18

3 6 9 12 15 18 21 24 27

4 8 12 16 20 24 28 32 36

5 10 15 20 25 30 35 40 45

6 12 18 24 30 36 42 48 54

7 14 21 28 35 42 49 56 63

8 16 24 32 40 48 56 64 72

9 18 27 36 45 54 63 72 81

МАТЕМАТИКА   октябрь   2011
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Л. ДЕНИСОВА,
г. Саратов

К материалу есть приложение на CD-диске.
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Изучение нового материала 
Учащиеся по группам рассказывают о способах 

умножения натуральных чисел. Приводят при-
меры.

Группа 1. Таблица Оконешникова.

49 56 63 56 64 72 63 72 81 842æ9 =

   7 2
   + 3 6
       +18

  7 5 7 8

28 35 42 32 40 48 36 45 54
07 14 21 08 16 24 09 18 27
28 32 36 35 40 45 42 48 54
16 20 24 20 25 30 24 30 36
04 08 12 05 10 15 06 12 18
07 08 09 14 16 18 21 24 27
04 05 06 08 10 12 12 15 18
01 02 03 02 04 06 03 06 09 7 8 9

4 5 6
1 2 3

Группа 2. Арабский способ умножения.

4568æ347 = 1 585 096

4 5 6 8

1 12 15 18 24 3

5 16 20 24 32 4

8 28 35 42 56 7

5 0 9 6

Группа 3. Индийский способ умножения.

481æ36 = 17 316

4 8 1

4 8 6

6 6

2 4 0

2 3

3 4 1

1 2 0

1 7 3

Группа 4. Русско-крестьянский способ.

36æ16 = 576
18æ21 =

= 288 + 72 + 18 =
= 378

36 16 18 21

72 8 36 10

144 4 72 5

288 2 144 2

576 1 288 1

Группа 5. Умножение крестиком.

 98æ76 = 7448

9

7

8

6
8æ6 = 48

7æ8 + 9æ6 + 4 = 114
9æ7 + 11 = 74

Закрепление 
Каждая группа получает задание: 
1. Выполните действия: 

163æ99 + 163æ17.
2. Найдите корень уравнения 

(у + 15) : 16 = 17.
3. Фрекен Бок напекла плюшек. Малыш взял 

для себя и своих друзей 18 плюшек, а Карл-
сон в 14 раз больше. После чего осталось только 
3 плюшки. Сколько плюшек испекла Фрекен Бок? 

Указание. При умножении использовать лю-
бой из предложенных методов.

Подведение итогов 
Учитель проверяет задания. Выясняет, какие 

трудности испытывали учащиеся. Ученики гово-
рят о том, что рассмотренные способы умножения 
не всегда удобны, так как некоторые из них требуют 
дополнительных чертежей и затрат времени. Фор-
мулируется вывод о том, что в школе изучается са-
мый рациональный способ умножения, но методы 
математики настолько разно образны, что всегда 
есть возможность найти другие пути решения. 

Конкурс фотографий 

«Лето–осень-2011»

На конкурс принимаются фотографии, на ко-
торых запечатлены учителя математики и их 
ученики 5–11-х классов в учебном процессе, на 
занятиях кружка, олимпиадах, в летних мате-
матических школах и пр. К каждой фотографии 
необходимо приложить краткое описание изо-
браженного на ней события (место, время, дей-
ствующие лица).

Фотографии должны быть цветными. Формат 
для фотографий, отпечатанных на фотобумаге, 
не менее 10 × 15 см. Цифровые фотографии мо-
гут быть присланы на электронном носителе или 
по электронной почте. Размер цифровых фото-
графий не менее 800 × 600 пикселей, формат — 
JPG, качество, используе мое при сохранении  
JPG-файлов, — высокое (high).

Лучшие фотографии будут напечатаны в жур-
нале, а победитель получит бесплатную подпи-
ску на первое полугодие 2012 года.
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Н. ЧАНИЛОВА,
г. Саратов «МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ 
УРАВНЕНИЙ»

Тема урока: 

Ход урока
Цели урока: обобщить, систематизировать и углубить имею-

щиеся у школьников знания о методах решения тригонометриче-
ских уравнений.

Тип урока: обобщение и систематизация знаний с элементами 
исследования и применением компьютерных технологий.

На этом этапе подготовки каждая группа получает «Лист пла-
нирования», который заполняет во время работы над проектом.

Лист планирования
Номер группы

Тема проекта

Роли учащихся в группе

Руководитель группы

Служба учета времени

Организатор 
(менеджер проекта)

Оформители

Докладчик 

1. Исследуйте на четность функцию:

а) 2arccos ;
8

y x
π

= +  б) y = 2x3arccos x6;

в) 4

arctg
;

x
y

x
=  г) y = arcsin x + arcctg x.

2. Имеет ли смысл выражение:
а) arccos 5; б) 

2
arcsin ;

3
⎛ ⎞−⎜ ⎟⎝ ⎠  

в) ( )arcsin 3 20  ;−  г) ( )arccos 3 ?−
3. Вычислите:

а) arctg 1; б) 
3

arcsin ;
2

в) 1
arccos ;

2
⎛ ⎞−⎜ ⎟⎝ ⎠

 г) arccos (–1).

Предварительно класс разделен на четыре группы. Каждая группа 
выполняет проект по заданной теме и готовит отчет в виде 
презентации. Темы проектов:

— «Метод замены переменной»;
— «Метод разложения на множители»;
— «Однородные тригонометрические уравнения»;
— «Уравнения с параметрами».
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Каждая группа задает вопросы, подготовлен-
ные к уроку.

Примерные вопросы:
— В каких точках график функции y = tg x 

имеет вертикальные асимптоты?
— Какие частные случаи существуют при ре-

шении простейших тригонометрических уравне-
ний?

— Когда уравнение вида sin x = a не имеет ре-
шений?

— Какая из тригонометрических функций 
четная? Каким свойством обладает график чет-
ной функции?

— Дайте определение арккосинуса числа x.

Защита групповых проектов
Докладчик от каждой группы представляет 

отчет о проделанной работе. Другие группы уча-
ствуют в обсуждении и решении, делая записи 
в тетрадях, задавая дополнительные вопросы. 
Учитель же направляет дискуссию в нужном на-
правлении.

Самостоятельная работа в группах
Задача руководителя группы состоит в том, 

чтобы грамотно распределить обязанности меж-
ду всеми членами группы.

Вариант 1
Решите уравнение (1–5).

1. 
3

cos .
2

x = −

2. 2cos2 x – cos x – 1 = 0.
3. sin 3 cos .x x= −  
4. sin2 x – 4sin x cos x + 3cos2 x = 0.
5. (2 cos 1) sin 0.x x− − =

Вариант 2
Решите уравнение (1–5).
1. tg 3.x = −  
2. 2sin2 x + sin x – 1 = 0.
3. sin 2x = –cos 2x. 
4. sin2 x + 4sin x cos x + 3cos2 x = 0.
5. (2sin 1) cos 0.x x+ − =

Вариант 3
Решите уравнение (1–5).

1. sin 1.
3

x
π⎛ ⎞− =⎜ ⎟⎝ ⎠  

2. 2cos2 x + cos x – 1 = 0.
3. cos x – 3sin x = 0. 
4. 2sin2 x + 2sin x cos x = 1.
5. ( )2sin 3 cos 0.x x− − =

Вариант 4
Решите уравнение (1–5).
1. tg 2 3.x = −  
2. 4sin2 x – 4sin x + 1 = 0.
3. sin 2x + cos 2x = 0. 
4. 2sin2 x – 5sin x cos x + 3cos2 x = 0.
5. ( )2 cos 2 sin 0.x x+ − =

Ребята оценивают работу соседних групп, вы-
ставляя оценки в «Оценочный лист».

Оценочный лист
1-я группа 2-я группа 3-я группа 4-я группа

Защита проекта

Докладчик владеет терминоло-
гией, которую использует в сво-
ем проекте

Докладчик смог доказать, что 
разработанная им структура 
оптимальна для решения постав-
ленной задачи

Группа смогла ответить на все 
вопросы, поставленные конку-
рентами и преподавателем

Положительные моменты работы 
группы 

Недостатки в работе группы

Пожелания

Примечание. Отметки выставляются по пятибалльной системе
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А. НОВОСЕЛЬСКАЯ,
г. Москва ТАБЛИЦЫ 

РАЦИОНАЛЬНОГО 
СЧЕТА

1.  Таблица удвоения чисел (используется, например, при вы-
числениях по формуле периметра прямоугольника в 4-м классе).

2.  Квадраты чисел, оканчивающихся на 5. Эта таблица подхо-
дит и для учеников начальной школы, и для пятиклассников, так 
как для ее создания надо знать только простейшую таблицу умно-
жения чисел в пределах сотни. А изучать ее надо поэтапно: начи-
ная с 15 и до 95.

152 = 225; 452 = 2025;  752 = 5625;
252 = 625;  552 = 3025;  852 = 7225;
352 = 1225;  652 = 4225; 952 = 9025. 

Очевидно, что результат возведения в квадрат чисел, оканчи-
вающихся на 5, оканчивается на 25. Чтобы получить число, ко-
торое нужно подставить перед числом 25 справа от знака равен-
ства, надо число, стоящее перед цифрой 5 слева от знака равен-
ства, умножить на следующее за ним число в натуральном ряду. 
Например, 752 = 5625. Для получения результата 7 умножено 
на 8 — это 56, после него приписано 25 (всегда!).

3.  
                                                1052 = 11 025. (*)
Число 110 получается путем умножения 11æ10, а не 10æ11, 

так как здесь лучше применить переместительный закон умно-
жения.

4.  При изучении распределительного закона умножения надо 
научить учащихся умножать на 8, 9, 11, 12, представляя числа в 
следующем виде:

11 = 10 + 1; 12 = 10 + 2;
   9 = 10 – 1;    8 = 10 – 2.
В этом случае автоматически повторяется таблица удвоения 

чисел.

5.  Далее надо учить наизусть таблицу квадратов натураль-
ных чисел от 11 до 20 при прохождении темы «Степень. Ква-

Письменные работы и устные ответы учащихся на уроках математи-
ки демонстрируют низкий уровень вычислительных навы-
ков. Для изменения этой ситуации я разработала таблицы 
рационального счета, некоторые начинаю использовать уже 
с 4-го класса. Предлагаю их читателям журнала. Применение 
приведенных в статье таблиц и схем позволяет в значитель-
ной степени развить вычислительные умения учащихся, а 
заодно и повысить у них интерес к изучению математики.
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драт и куб числа». Полезно знать таблицу сте-
пени числа 2 с показателем от 1 до 10, а так-
же 32, 33, 34 (это то же, что 92), 35, 42 (это то же, 
что 24), 43, 44 (это то же, что и 162, и 28 ), 45 (это 
то же, что 210), 52, 53, 54 (это то же, что 252), 62, 
63, 72, а вот число 73 = 72æ7 лучше считать как 
(50 – 1)æ7, 82, 83 (это то же, что 29), 92 (это то 
же, что 34).

Ученики начинают увлекаться подобной 
игрой. А нам только этого и надо!

6.  Распространим правило возведения в ква-
драт чисел, оканчивающихся на 5, рассмотрен-
ное в пункте 2, для чисел от 115 до 185.

1152 = 13 225, 
11 · 12 = 11 · (11 + 1) = 112 + 11 = 121 + 11 = 132,

или
11æ12 = 11æ(10 + 2) = 110 + 22 = 132.
1252 = 15 625 (12æ13 = 122 + 12 = 156);
1352 = 18 225 (13æ14 = 132 + 13 = 182);
1452 = 21 025 (14æ15 = 142 + 14 = 210);
1552 = 24 025 (15æ16 = 152 + 15 = 240);
1652 = 27 225 (16æ17 = 132 + 16 = 272);
1752 = 30 625 (17æ18 = 172 + 17 = 306);
1852 = 34 225 (18æ19 = 182 + 18 = 342).

Для того чтобы возводить в квадрат числа, 
оканчивающиеся на 5, от 115 до 185, достаточ-
но знать квадраты чисел от 11 до 18, а распре-
делительное свойство умножения относительно 
сложения и вычитания изучалось ранее в главе 
«Упрощение выражений».

7.   Как изучить таблицу квадратов от 21 до 
29? Самое легкое — это 212 = 441. Для сравне-
ния вспомним, что 122 = 144. Ведь 21 — это чис-
ло 12, которое записано справа налево. И их ква-
драты записываются, как зеркальное отображе-
ние. Сама схема подсказывает! 

212 = 441

222 = 484

232 = 529

242 = 576

252 = 625 + 100 + 200 + 300 + 400

262 = 676

272 = 729

282 = 784

292 = 841

Основное в этой таблице — это 252 = 625 (уче-
ники уже с этим знакомы), это центральная 
часть схемы. Далее:

• 24 на 1 меньше, а 26 на 1 больше, чем 25, по-
этому, запомнив 576 (результат возведения в 
квадрат 24), прибавляем к нему 100, чтобы по-
лучить 262, то есть 676;

• 23 на 2 меньше, а 27 на 2 больше, чем 25, по-
этому, запомнив результат 529 (возведения в 
квадрат числа 23), прибавляем к нему 200, что-
бы получить 272, то есть 729;

• 22 на 3 меньше, а 28 на 3 больше, чем 25, по-
этому, запомнив результат 484 (возведения в 
квадрат числа 22), прибавляем к нему 300, что-
бы получить 282, то есть 784;

• 21 на 4 меньше, а 29 на 4 больше, чем 25, по-
этому, запомнив результат 441 (возведения в 
квадрат числа 21), прибавляем к нему 400, что-
бы получить 292, то есть 841.

У учеников начинает работать зрительная па-
мять! 

8.   Продолжаем изучать таблицу:
1952 = 38 025 (19æ20 = 19æ2æ10 = 380), при-

меняется таблица удвоения и умножение на 10;
2052 = 42 025 (20æ21 = 21æ2æ10 = 420), при-

меняется таблица удвоения и умножение на 10.

9.   
2152 = 87 025 (21æ22 = 212 + 21 = 441 + 21 = 462),
то есть надо знать таблицу квадратов от 21 до29.
2252 = 50 625 (22æ23 = 222 + 22 = 484 + 22 = 506);
2352 = 55 225 (23æ24 = 232 + 23 = 529 + 23 = 552);
2452 = 60 025 (24æ25 = 242 + 24 = 576 + 24 = 600);
2552 = 65 025 (25æ26 = 252 + 25 = 625 + 25 = 650);
2652 = 70 225 (26æ27 = 262 + 26 = 676 + 26 = 702);
2752 = 75 625 (27æ28 = 272 + 27 = 729 + 27 = 756);
2852 = 81 225 (28æ29 = 282 + 28 = 784 + 28 = 812).

10.   2952 = 46 225 (29æ30 = 292 + 29 = 841 + 29 =
= 870), как в пункте 9,

или 
29æ30 = 29æ3æ10 = 870,
или 
29æ30 = (30 – 1)æ30 = 900 – 30.
3052 = 93 025 (30æ31 = 31æ3æ10 = 930);
3152 = 99 225 (31æ32 = 31æ(30 + 2) = 930 + 62 =

= 992).

11.   Часто в упражнениях встречаются три 
основных произведения: 

     5æ2 = 10; 
   25æ4 = 100; 
125æ8 = 1000.
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И это все можно учить в I полугодии 5-го клас-
са, чтобы далее применять в теме «Десятичные 
дроби».

Например:

2æ5 = 10 25æ4 = 100 125æ8 = 1000
0,2æ5 = 1
2æ0,5 = 1

0,02æ5 = 0,1
2æ0,05 = 0,1
0,02æ0,05 = 

= 0,0001

2,5æ4 = 10
25æ0,4 = 10
2,5æ0,4 = 1
0,25æ4 = 1

25æ0,04 = 1

12,5æ8 = 100
1,25æ8 = 10
0,125æ8 = 1

125æ0,8 = 100
125æ0,08 = 10 

и т.д.

12.   Необходимо знать наизусть основные слу-
чаи перевода обыкновенных дробей в десятич-
ные. Например.

Обязательные для запоминания:
1

0,5;
2

=  
1

0,25;
4

=  1
0,2;

5
=

 
3

0,75;
4

=  2
0,4;

5
=

 

1
0,125;

8
=

 

3
0,6;

5
=

  

4
0,8.

5
=

Желательно знать:
3

0,375;
8

=  5
0,625;

8
=  7

0,875.
8

=

13.   При изучении темы «Проценты» в 5-м 
классе я предлагаю выучить соответствующие 
соотношения между процентами и обыкновен-
ными дробями.

  1% — 1
;

100
 25% — 

1
;

4  
20% — 1 ;

5

10% — 1
;

10  
50% — 

1
;

2  
40% — 2 ;

5

 75% — 
3

;
4  

60% — 3 ;
5

  80% — 4 .
5

14.   Желательно в 6-м классе научить учащих-
ся умножать на 5 следующим образом: снача-
ла умножить на 10, а затем разделить пополам. 
Здесь пригодится в качестве повторения таблица 
удвоения чисел. Деление на 5 происходит в об-
ратном порядке; сначала удваиваем число, а за-
тем результат делим на 10.

Ф О ТО  Н А  КО Н К У Р С

А Вы умеете рисовать по координатам? 

Автор: Л.Г. Егорова, Емёткинская средняя школа, Козловский район, Чувашская Республика
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В. ДУБРОВСКИЙ,
г. Москва ДИНАМИЧЕСКАЯ 

ГЕОМЕТРИЯ С 
«МАТЕМАТИЧЕСКИМ 
КОНСТРУКТОРОМ»

Эпизод 6. Следы на экране

Программы динамической геометрии позволяют увидеть 
траектории, «следы», движущихся объектов. След точки — 
это то, что в геометрии принято называть ее «геометрическим 
местом» (в компьютерных программах вместо этого громозд-
кого и несколько анахроничного термина стали иногда ис-
пользовать английское, а точнее, греческое слово «локус», от 
которого, собственно, и произошло наше ГМТ). «Задачи на 
ГМТ» — самое очевидное, но вовсе не единственное примене-
ние следов. Намного интереснее их эвристическая функция, 
которую мы и продемонстрируем с помощью следующего при-
мера.

Задача 1.  Внутри угла AOB дана точка M. Требуется соеди-
нить стороны угла отрезком так, чтобы точка M делила его попо-
лам.

Это довольно легкая задача, и ее решение можно записать в две 
строки. Мы уделим ему больше места, чтобы рассказать, как про-
вести в классе вместе с учениками очень простые компьютерные 
эксперименты, с помощью которых можно не только увидеть от-
вет, но и догадаться до решения задачи, и даже до того, как его 
обосновать.

Модель с данными (углом и точкой) здесь построить совсем 
легко. Попробуем решить задачу экспериментально: возьмем 
точку X на стороне OA угла, проведем прямую XM и отложим 
на ней отрезок MY = XM (рис. 1). Теперь подвинем точку X 
так, чтобы точка Y попала на сторону OB, — вот и получился 
нужный отрезок! 

Хотя проку от такого «решения», казалось бы, немного, но 
оно предстанет в другом свете, если «подкрасить» точку Y, 
включив для нее рисование следа. Выполнив наш бесхитрост-
ный «эксперимент» еще раз (рис. 2), мы увидим, что Y рису-
ет прямую! Теперь искомое построение стало очевидным: бе-
рем какие-нибудь два положения X1 и X2 точки X, строим для 
них соответствующие точки Y1 и Y2 и находим точку Y0 пере-
сечения прямых Y1Y2 и OB. Это и будет один из концов иско-
мого отрезка. И сразу возникает законный вопрос: как это до-
казать? 

К материалу есть приложение на CD-диске.
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Собственно говоря, нам нужно доказать, что 
геометрическим местом точки Y является пря-
мая, а точнее, луч (параллельный стороне OA). 
Хотя в данном случае это легко сделать с помо-
щью самых простейших средств — свойств па-
раллелограммов; мы используем более «про-
двинутый» метод — метод преобразований. Он 
позволяет, действуя так же, как в нашей про-
стой задаче, решить множество других задач 
того же типа, хотя порой и совсем по-другому 
звучащих.

Итак, давайте выясним, каким преобразо-
ванием связаны точки X и Y. Построим еще 
раз, отдельно, отрезок XY с фиксированной 
серединой M. Обратим внимание, что строить 
его нужно в порядке, описанном выше: сна-
чала поставить точку M, потом X и потом по-
строить Y (если построить отрезок XY и взять 
его середину M, то такой «эксперименталь-
ный прибор» работать не будет, так как M бу-
дет зависеть от Y, а не наоборот). Включим 
рисование следов для точек X и Y и нарису-
ем какую-нибудь фигурку точкой X. Мы уви-
дим (рис. 3), что точка Y рисует ту же самую 
фигурку, только перевернутую, точнее, сим-
метричную первой относительно точки M. В 
этом-то и дело: очевидно, Y получается из X 
симметрией относительно M, и, следователь-

но, когда точка X пробегает сторону угла — 
луч OA, точка Y пробегает луч, симметрич-
ный OA относительно M.  

Приведем еще несколько задач, которые мож-
но решить аналогичным образом. 

Задача 2.  Через общую точку двух окруж-
ностей проведите прямую так, чтобы окружно-
сти высекали на ней равные, но не совпадающие 
хорды.

Задача 3.  Даны прямая и две окружности по 
разные стороны от нее. Постройте квадрат так, 
чтобы две его противоположные вершины ле-
жали на окружностях, а две другие вершины — 
на прямой.

Задача 4.  Даны три параллельные прямые. 
Постройте равносторонний треугольник так, 
чтобы на каждой из прямых лежала одна его вер-
шина.

Задача 2 аналогична задаче 1, только точки 
X и Y нужно строить не на двух лучах (сторо-
нах угла), а на двух окружностях. Задача 3 тоже 
сводится к построению точек X и Y на данных 
окружностях, но в ней точки должны быть сим-
метричны относительно данной оси (а не центра, 
как в задачах 1 и 2; см. рис. 4). Наконец, в задаче 

Рис. 1 Рис. 2

Рис. 3

Y

Y Y

M

M M

X

X XА АО О

В В
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4 вершину A искомого треугольника ABC мож-
но взять на любой из прямых произвольно и за-
фиксировать; тогда вершина B будет переходить 
в C при повороте на 60° вокруг A. На рисунке 5 
показаны моменты компьютерного исследова-
ния этой задачи с помощью следов, соответству-
ющие аналогичным моментам в решении задачи 
1. Конструирование моделей станет совсем про-
стым, если воспользоваться инструментом для 
построения правильного треугольника по двум 
вершинам, который находится в выпадающем 
списке инструментов построения многоуголь-
ников на инструментальной панели (а также в 
меню Построения). 

Описанный метод применим к множеству за-
дач, например, к большинству содержательных 
задач на построение с помощью преобразования в 
учебнике геометрии Л. С. Атанасяна и др. Но ино-
гда не так уж легко догадаться, что та или иная за-
дача решается этим методом. Подумайте, напри-
мер, как с его помощью решить классическую за-
дачу о построении треугольника по трем медиа-
нам (она сводится к построению отрезка с данной 
серединой и концами на двух данных окружно-
стях). Много других примеров приведено в статье 
автора «Преобразования плоскости в задачах на 
построение» в журнале «Квант», 1987, № 8 (ста-
рые номера «Кванта» выложены в Интернете).

Рис. 4 Рис. 5

Ф О ТО  Н А  КО Н К У Р С

Самая интересная книга 
для будущего военного – 

учебник алгебры!

Автор: Н.Э. Васильченко, 
учитель математики 
лицея при Гомельском 

инженерном институте 
Министерства 

по чрезвычайным 
ситуациям Республики 

Беларусь

Y

X

A

C

B

В
 К

О
М

П
Ь

Ю
Т

Е
Р

Н
О

М
 К

Л
А

С
С

Е
 /

 И
Н

С
Т

Р
У

М
Е

Н
Т

А
Р

И
Й



А. ПОЛОВИНКИН, 
В. ШАРИЧ,

г. Долгопрудный, 

Московская обл.

ЗНАНИЯ ЧЕРЕЗ 
ИНТЕРНЕТ

Востребованность
Добротное образование — залог успеха в жизни. Сейчас при-

нято хвалить советскую школу — мол, были первыми в мире по 
уровню школьного образования. Также сейчас принято ругать со-
временную школу — мол, уже даже не входим в десятку. И вы-
пускники ничего не знают, ничего не умеют.

Однако в этом ничего удивительного нет. В советские време-
на действовала система «распределения» после вуза: надо было 
ехать туда, куда скажут. Благодаря этой системе способные вы-
пускники столичных вузов отправлялись в глубинку, и страна 
равномерно процветала. Нынешние времена способствуют ис-
ключительно тому, что способные выпускники столичных ву-
зов, приехавшие учиться из регионов, стараются всеми силами 
остаться в столице. Их можно понять: и интереснее, и прибыль-
нее, и уровень жизни другой, «европейский».

Поэтому мы сталкиваемся с тем, что в регионах способным 
школьникам зачастую не у кого учиться. И дело не столько в том, 
что не всегда уровень учителя соответствует уровню ребенка; мы 
прекрасно знаем, что в регионах есть множество превосходных 
преподавателей, многие из них — наши друзья. Однако школь-
ный учитель должен думать и о себе и своей семье (помните, ка-
кая зарплата у школьного учителя?), а это значит, что для него 
основной доход — это репетиторство либо работа в компании, не 
связанной с образованием. И тут уже нет сил и времени, чтобы 
заниматься дополнительно с талантливыми, равно как нет сил и 
времени, чтобы заниматься с отстающими. В нынешней школе 
все настроено против детей, выбивающихся из общего канона.

К тому же современные нововведения и реформы образования 
могут и, скорее всего, приведут к резкому ухудшению обстанов-
ки в школах. Однако обсуждение грядущих перемен — не пред-
мет данной статьи. Об этом достаточно говорится и в Интернете, 
и по телевидению, и в прессе.

В то же время на дворе XXI век — век информационных техно-
логий. Интернет, электронная почта, сотовая связь. Подростки не 
представляют жизни без компьютера, а в сайтах ориентируются 
лучше, чем в улицах собственного города. Виртуальная жизнь ста-
новится все более реальной: онлайн-покупки, онлайн-общение... 
Это и удобно, и безопасно — можно лишний раз не выходить из 
дому. Информационный диаметр мира стал близок к нулю: об-
щение в режиме реального времени на большие расстояния — 

Миссия Центра дистанционного обучения «100EGE.ru» в том, чтобы 
соединить высокую концентрацию хороших преподавате-
лей в столице и развитие коммуникационных технологий в 
одно решение. Профессиональные ученые-преподаватели, 
оставаясь жить в столице, проводят занятия у себя в кабине-
те перед web-камерой, а любой школьник из России или за-
рубежья может подключиться к этим занятиям.

МАТЕМАТИКА   октябрь   2011
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явление нормальное, хотя еще двадцать лет на-
зад мобильные телефоны были у единиц. Нам 
представляется, что современные школьники 
должны воспринимать обучение через Интернет 
даже более естественно, нежели в классе. Не го-
воря об эффективности — ведь тут не получится 
отвлекаться, перешептываясь с соседом по пар-
те. А увлечь заинтересованного школьника — 
это задача, с которой наши преподаватели пре-
красно справляются уже потому, что это их при-
звание.

Миссия Центра дистанционного обучения 
«100EGE.ru» заключается в том, чтобы соеди-
нить эти два обстоятельства — высокую кон-
центрацию хороших преподавателей в столице 
и развитие коммуникационных технологий — 
в одно решение. Профессиональные ученые-
преподаватели, оставаясь жить в столице, про-
водят занятия у себя в кабинете перед web-
камерой с микрофоном и наушниками, а любой 
школьник из России или зарубежья может под-
ключиться к этим занятиям, слышать и видеть 
преподавателя, задавать ему и отвечать на его 
вопросы, то есть речь идет о полном подражании 
уроку в классе. В основном мы работаем с препо-
давателями МГУ, МФТИ или ВШЭ. 

Становление
Проект зародился на кафедре высшей мате-

матики при участии кафедры общей физики 
МФТИ весной 2009 г. Анализ существующих си-
стем онлайн-обучения показал, что, как прави-
ло, преподаватель на подобных занятиях исполь-
зует планшетные технологии и заранее заготов-
ленные методические материалы. Все это облег-
чает нагрузку на пропускную способность Интер-
нета, но делает присутствие преподавателя на за-
нятии номинальным. Поэтому было решено ис-
пользовать реальное изображение преподавателя 
на фоне классической меловой доски. При этом 
достигается эффект присутствия, так как прово-
димое занятие практически не отличается от при-
вычного школьного, и слушателю не нужно при-
выкать к новым форматам. Изначально занятия 
проводились только по математике для учащих-
ся 8–11-х классов школ города Москвы. При этом 
в школу приезжал студент Физтеха, который вы-
полнял две функции: настраивал оборудование 
(Интернет, нетбук, проектор привозились с со-
бой) и следил за порядком в классе во время заня-
тия, а после занятия отвечал на вопросы школь-
ников и получал обратную связь. Осенью 2009 г. 
начались занятия по физике, а весной 2009 г. ста-
ло возможным школьникам к занятиям подклю-
чаться из дома. «Домашнее» подключение можно 
считать новым витком развития центра. 

В начале осени 2010 г. в Центре дистанционно-
го обучения произошел кризис: не были выпол-
нены поставленные на лето задачи по написанию 
сайта и единой web-системы проведения занятий. 
Был выбор: или ждать еще год, или сделать все 
возможное в кратчайшие сроки. Мы выбрали вто-
рой вариант. За месяц был написан сайт, приве-
дены в порядок методические программы по ма-
тематике, физике, добавлен новый предмет — 
информатика. При поддержке МФТИ были про-
ведены бесплатные занятия для слушателей, на-
ходящихся в школах, а в зимнюю студенческую 
сессию — онлайн-консультации по математике 
и физике для студентов I–III курсов МФТИ. Ко-
личество студентов на консультациях превышало 
200 человек; это больше, чем может с комфортом 
разместиться в любой учебной аудитории. 

В течение всего года проводились регулярные 
занятия для 8–11-х классов по математике, для 
9–11-х классов — по информатике и физике. За-
нятия по математике и физике проводились от-
дельно по базовому и повышенному уровням. 

В декабре – январе соместно с МФТИ на базе те-
стирующей системы 100EGE.ru была проведена 
онлайн-олимпиада «Физтех»-2011, в начале вес-
ны мы провели подготовку к очному этапу олим-
пиады «Физтех», а под конец учебного года — 
экспресс-подготовку к ЕГЭ (математика, физика, 
информатика, русский язык) для учащихся 11-х 
классов и к ГИА (математика, русский язык) для 
учащихся 9-х классов. Кроме этого, на базе ЦДО 
проводились открытые (доступные всем) разбо-
ры регионального этапа Всероссийской олимпи-
ады по математике и по физике, разборы олимпи-
ад «Покори Воробьевы горы» и «Физтех». 

Весной 2011 г. на базе системы 100EGE.ru 
проводились дистанционные занятия СУНЦ 
МГУ при поддержке компании «Яндекс», в них 
принимали участие призеры Всероссийской 
олимпиады по математике.

Также весной 2011 г. были проведены первые за-
нятия по русскому языку, где была апробирована 
технология по выведению текста на доску по прин-
ципу субтитров в фильмах. Были сомнения, что за-
нятия по русскому языку с использованием мело-
вой доски будут столь же эффективны, как заня-
тия по математике, физике и информатике. Тем не 
менее эксперимент прошел успешно, собрали боль-
шую аудиторию и обозначили перспективы разви-
тия ЦДО. Осенью 2011 г. в нашем центре появятся 
занятия по русскому языку для школьников 8–11-х 
классов; их будет вести Людмила Викторовна Вели-
кова, автор школьных пособий и учебников, книг, 
на которых не стоит официальных грифов, но кото-
рые есть почти в каждой школе. А в перспективе — 
занятия по обществознанию.
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Преподаватели
Все наши преподаватели — профессионалы и в науке, и в педагогике. Среди них есть такие яр-

кие деятели математического образования как:

Агаханов Назар 
Хангельдыевич, 
к.ф.-м.н., руководитель 
сборной России 
и председатель 
консультативного 
совета 
Международных 
олимпиад по 
математике

Кожевников Павел 
Александрович, 
к.ф.-м.н., доцент 
кафедры высшей 
математики МФТИ, 
тренер и заместитель 
руководителя 
сборной России на 
Международных 
олимпиадах по 
математике

Гарбер Алексей 
Игоревич, к.ф.-м.н., 
младший научный 
сотрудник МГУ, 
ассистент МФТИ, 
член методической 
комиссии, жюри и 
тренерского совета 
Всероссийской 
олимпиады по 
математике

Подлипский Олег 
Константинович, 
к.ф.-м.н., доцент 
кафедры высшей 
математики МФТИ, 
председатель 
жюри 11-го класса 
Всероссийской 
олимпиады по 
математике

Процесс
Занятие начинается с того, что школьник, заре-

гистрировавшись в системе, заходит в свой лич-
ный кабинет и запускает определенную програм-
му на своем компьютере. Преподаватель в это вре-
мя находится в студии. В назначенный момент на-
чинается занятие. Это обычное занятие, препода-
ватель рассказывает материал, иногда спрашива-
ет мнение учеников или формулирует им задач-
ку, выслушивает ответ или отвечает на вопросы. 
Разница лишь в том, что все наши преподаватели 
умеют доступно и интересно объяснять сложные 
вещи. Подбор преподавателей — наш конек. 

Занятия по физике сопровождаются показом 
опытов (в записи), демонстрирующих примене-
ние на практике теоретического материала, ра-
зобранного на занятии. Преподаватель в режиме 
реального времени комментирует происходящее 
на экране и отвечает на вопросы слушателей.

После окончания занятия школьники могут 
приступить к выполнению проверочного задания. 
Специально разработанная тестирующая система 
и специально подобранные задачи позволяют за-
крепить полученные знания и вы явить непонятые 
места, о которых можно спросить на следующем 
занятии. Все результаты хранятся в личном каби-
нете и позволяют отслеживать успеваемость.

Обучаясь в ЦДО, можно приблизиться к ре-
шению нескольких проблем: подготовка к ЕГЭ и 
поступлению в вуз, поднятие своего уровня или 
ликвидация пробелов. Конечно, мы можем лишь 
дополнить школьное образование. Поэтому уча-
стие дешево и доступно: заведомо дешевле репе-
титорства и не нужно никуда ехать.

Планы
Прошло два года с момента возникновения ре-

шимости создать Центр дистанционного обуче-
ния; прошел год с момента запуска проекта на 
полную мощь. Это был трудный год: необходимо 
было принимать важные решения, с нуля напол-
нять базу, формировать коллектив преподавате-
лей, решать множество технических и идейных 
трудностей. Однако можно сказать, что год удал-
ся. Сформировался дружный коллектив препо-
давателей; разработаны программы подготов-
ки «на все случаи жизни»: к ЕГЭ, к вузовским 
олимпиадам; есть удобная тестирующая систе-
ма, наполненная хорошими задачами.

Мы постоянно что-то меняем в проекте, что-то 
добавляем, что-то убираем, чтобы он стал удоб-
нее и полезнее. Появляются новые дисциплины, 
новые программные решения. В 2011/12 учеб-
ном году мы будем проводить бесплатные заня-
тия по математике и физике углубленного уров-
ня для школ России. С подробностями такого со-
трудничества можно ознакомиться на нашем 
сайте. Также в этом учебном году в нашем центре 
будет осуществляться подготовка к вузовским 
олимпиадам «Ломоносов»-2012, «Покори Воро-
бьевы горы»-2012, «Физтех»-2012. На онлайн-
занятиях преподаватели разберут все типы за-
дач, встречающиеся на этих олимпиадах. В те-
чение года мы проведем серию бесплатных раз-
боров этапов олимпиад. Подробное расписание 
смотрите на нашем сайте. 

Приглашаем подключиться к проекту! Захо-
дите на http://100EGE.ru, регистрируйтесь и 
участвуйте в занятиях.
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Т. КАЧУРИНА,
г. Лесосибирск, 

Красноярский край

Фото автора

ЛЕТНЯЯ 
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ 
ШКОЛА

 В современных условиях развития образо-
вания в России актуальным является создание условий для до-
полнительного образования, ориентированного на свободный вы-
бор подростком различных видов и форм деятельности, формиро-
вание его собственных представлений о мире, развитие познава-
тельной мотивации и способностей личности.

Сейчас получили достаточное распространение такие формы 
дополнительного образования, как выездные интенсивные шко-
лы; чаще всего это летние школы. 

На базе средней школы № 5 г. Лесосибирска из учащихся 5, 7 и 
8-х классов был сформирован профильный отряд «Летняя мате-
матическая школа». Занятия проводились в компьютерном клас-
се на базе мастерских школы № 5 и в здании школы № 6.

Летняя математическая школа (ЛМШ) — образовательная 
структура, предоставляющая дополнительное образование в об-
ласти математики и информатики, реализующая работу по социа-
лизации подростков и являющаяся экспериментальным полиго-
ном для отработки новых технологий педагогической, социаль-
ной, методической работы.

Цель работы школы: создание условий для освоения способов 
и методов решения математических заданий различной степени 
трудности с учетом возрастных особенностей учащихся; расши-
рение математических знаний, получаемых учащимися в школе; 
ознакомление с миром профессий.

Задачи:
— обучение школьников различным приемам и способам реше-

ния олимпиадных задач;
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— формирование математической культуры 
учащихся;

— проведение экскурсий;
— формирование здорового образа жизни, 

основ безопасности жизнедеятельности.
В результате обучения школьники познако-

мились с различными методами и способами ре-
шения математических задач, освоили приемы 
поиска информации в сети Интернет. Учащие-
ся научились работать над проектами с помо-
щью Н.И. Патрушевой — библиотекаря школы; 
основным приемам поиска информации в си-
стемном каталоге, справочниках, электронных 
энциклопедиях их научила заведующая детской 
городской библиотекой М.Н. Яськова; поближе 
познакомиться с основными этапами исследова-
тельской деятельности им помогла учитель хи-
мии Л.Н. Антипова.

С целью формирования опыта творческого об-
щения проводились коллективные занятия.

«Чтобы научиться решать задачи, нужно их ре-
шать». Следуя этому правилу, в летней школе про-
ведены различные математические соревнования:

— устные и письменные личные олимпиады;
— устные командные олимпиады;
— математические конкурсы;
— математические бои;
— математические викторины.
Задачи, предлагаемые на соревнованиях, об-

суждались на последующих занятиях. 
В рамках занятий школы проведена экскур-

сия в Лесосибирский педагогический инсти-
тут — филиал Сибирского федерального уни-
верситета — и встреча со студентами физико-
математического факультета под руководством 
декана Е.Н. Яковлевой. Учащиеся посетили ре-
дакцию газеты «Новости Лесосибирска», моло-
дежный центр, Лесосибирское телевидение, хле-

бозавод ООО «Импульс» и везде увидели при-
менение знаний математики в представленных 
профессиях. 

С целью изучения правил пожарной безопас-
ности была организована экскурсия в пожарную 
часть пос. Новоенисейск.

За время работы школы были проведены два 
конкурса: аппликации из геометрических фи-
гур и костюмов из нетрадиционных материа-
лов. В ходе проведения Дня науки на конкурсе 
презентаций ребята и их научные руководители 
(О.К. Троицкая, Л.Н. Антипова, Т.В. Качурина, 
Н.В. Назмутдинова) представили свои работы. 
Вместе с преподавателем русского языка и ли-
тературы Н.А. Армаш участники летней школы 
«побывали» на планете Фантазия, придумали 
карты своих стран, облик жителей и их языки. 
С целью сохранения здоровья учащихся в пере-
рывах между занятиями организовывались под-
вижные игры, конкурсы рисунков на асфальте, 
проведен День здоровья и спорта.

Опыт организации профильного отряда «Лет-
няя математическая школа» нашел свое про-
должение: на базе Лесосибирского педагоги-
ческого института была организована физико-
математическая школа для учащихся 9–11-
х классов. В рамках ее работы студенты уни-
верситета могли попробовать свои силы в про-
ведении занятий для школьников, приобрести 
опыт преподавания математики, физики и ин-
форматики. В будущем мы планируем привле-
чение студентов к проведению занятий в про-
фильных отрядах летней математической шко-
лы. Я думаю, что такое сотрудничество будет 
способствовать не только формированию обра-
зовательной культуры в предметной области, 
но и повышению качества обученности школь-
ников.
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Д. ПРОКОПЕНКО,
Москва КРУЖОК 

«ПЛАНИМЕТРИЯ»

Кружок предназначен для учащихся 9–11-х классов. На заняти-
ях принята так называемая «система листков». Каждому ученику 
выдается листок с 10 задачами по определенной теме, которые рас-
положены по возрастанию трудности. В листок желательно вклю-
чать яркие задачи, с короткими и красивыми решениями, имеющи-
ми интересные «продолжения» в других задачах. Первые несколь-
ко занятий связаны с темой «Окружность». На эту тему легко подо-
брать красивые задачи практически любой степени трудности.

Основная часть занятия проходит так: учащиеся решают зада-
чи и сдают их преподавателю устно. После того как решены все за-
дачи «листка» (может быть, кроме некоторых, обозначенных звез-
дочкой), ученики переходят к следующему листку и так далее. 

Первое, что пришлось отрабатывать с учащимися в ходе заня-
тий, — это умение делать грамотный чертеж, который действи-
тельно помогает решить задачу. Вначале приходилось долго об-
суждать, как правильно построить чертеж, с чего начать. 

Типичная ситуация: ученик читает условие — «Вокруг тре-
угольника описана окружность…» — и рисует треугольник, а 
затем пытается нарисовать окружность, описанную около треу-
гольника и т.д. Если взять циркуль, на построение чертежа теря-
ется много времени. Гораздо проще сделать наоборот — нарисо-
вать окружность и вписать в нее треугольник. 

Или, например, в условии той же задачи говорится о биссек-
трисе внутреннего угла. Можно делить угол пополам на глазок, 
но гораздо точнее соединить вершину и середину противолежа-
щей дуги. И таких деталей довольно много. Через некоторое вре-
мя, после того как были «открыты» эти и другие удобные прави-
ла, качество чертежей заметно улучшилось. 

Более того, стало возможным принимать решения некоторых 
задач без подробной записи, если на чертеже отображен весь ход 
решения, отмечены равные углы, стороны и т.д.

В начале каждого занятия обычно 10–20 мин. обсуждаем ре-
шение наиболее трудных задач прошлого занятия. Если такой 
необходимости нет, то доказываем разными способами теоремы 
школьного курса или красивые и простые геометрические фак-
ты, на подробный разбор которых на уроке учителю времени не 
хватает. Поскольку задачи простые, в их решении принимают 

В последние годы наблюдается падение интереса к геометрии и ма-
тематике вообще. Не обошла эта напасть и нашу школу. Как 
лечить эту болезнь? Конечно, прежде всего на уроках. Но не 
только. «Застарелые случаи» (особенно в старших классах) 
лучше лечить на кружке. При определенной организации за-
нятий учащиеся могут заниматься каждый «в своем темпе» 
(чего практически невозможно добиться на уроках), и появ-
ляется время для ликвидации пробелов. В статье рассказано 
об организации такого кружка по ликвидации пробелов.

Автор благодарен П.В. Чулкову, 

А.Д. Блинкову за ценную критику, 

Ю.А. Блинкову за предоставленные 

материалы для проведения 

нескольких занятий кружка.
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участие практически все учащиеся. Различные 
методы доказательства позволяют связать дан-
ную теорему с другими, указать ее место в общем 
курсе и установить новые для учащихся факты. 
Бывает и наоборот, в новой конструкции можно 
разглядеть знакомые очертания, тогда это повод 
для повторения и очередная тренировка в уме-
нии видеть чертеж. Также полезно в качестве 
разминки решить одну-две простые олимпиад-
ные задачи.

Дополнительные построения выглядят для 
школьников как фокус, поэтому целесообразно 
уделять им больше внимания. С этой целью мож-
но рекомендовать книгу И. Кушнира «Альтер-
нативные способы решения задач (геометрия)», 
изданную в Киеве. 

В качестве примера организации занятий при-
веду занятие по теме «Степень точки относитель-
но окружности». В ходе изучения темы вводится 
и используется при решении задач понятие ра-
дикальной оси (радикальной точки) двух (трех) 
пересекающихся окружностей как множества 
точек, степени которых относительно окружно-
стей равны. В итоге мы получили мощный ин-
струмент для доказательства того, что три точ-
ки лежат на одной прямой, три прямые прохо-
дят через одну точку и еще один признак вписан-
ного четырехугольника.

По этой теме проводится два занятия (и, соот-
ветственно, два листка с заданиями). На первом 
занятии собраны задачи попроще, решение ко-
торых, как правило, не требует много времени, 
на втором — более трудные. 

В начале занятия целесообразно повторить те-
орему о произведении отрезков секущей к окруж-
ности и теорему о пропорциональных отрезках в 
круге (прямая и обратная).

Введем для удобства обозначение σ(M; ω) = 
= MAæMB для некоторой секущей АВ к окруж-
ности ω, проходящей через точку М.

Теорема. Величина σ(M; ω) = MAæMB посто-
янна для любых секущих, проведенных из точ-
ки М к ω (для любых хорд, проходящих через 
точку М, если точка М внутри окружности).

Обратная теорема о секущих (признак впи-
санного четырехугольника). Пусть прямые AB и 

CD пересекаются в точке М. Тогда если выпол-
няется равенство MAæMB = MCæMD, то точки 
A, B, C и D лежат на одной окружности. Доказа-
тельство проводим устно на доске.

Пример 1. (Киев, 2008 г., международный фе-
стиваль.) В равнобедренном треугольнике АВС 
(АВ = ВС) проведена биссектриса АМ. На луче СА 
отложен отрезок CN, равный ВМ. Докажите, что 
точки А, В, М и N лежат на одной окружности. 

Доказательство. По свойству биссектрисы: 

.
CM AC AC
BM AB BC

= =  

Следовательно, 
CMæBC = ACæBM = ACæCN, 

и, по обратной теореме о секущих, точки A, N, M 
и B лежат на одной окружности. Что и требова-
лось доказать.

После чего переходим к решению задач из 
листка.

Задачи первого листка
Задача 1.  Пусть степень точки имеет поло-

жительное значение t2. Дайте геометрическую 
интерпретацию длины t (теорема о касательной 
и секущей).

Задача 2.  Степень точки А относительно 
окружности равна d2 – R2, где d — расстояние от 
точки А до центра окружности, R — ее радиус.

Когда большая часть учеников решит эти зада-
чи, мы обязательно обсуждаем решения вместе. 
Рассмотрим решение задач 1 и 2 с общей точки зре-
ния. У нас есть постоянная величина σ(M; ω) (про-
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изведение отрезков секущих), как ее посчитать, 
какой в ней геометрический смысл? В таких до-
вольно общих теоремах полезно рассмотреть част-
ные случаи. Выберем наиболее удобные для расче-
та положения секущей. Какие это положения? 

Первое — это предельное положение, когда се-
кущая переходит в касательную. Начнем повора-
чивать прямую AB вокруг точки М. Точки A и В 
начнут сближаться; когда они совпадут, секущая 
АВ перейдет в касательную АТ и МА = МВ =
= МТ. При этом величина σ(M; ω) =  MAæMB 
остается постоянной, поэтому σ(M; ω) = MT2. 
Следовательно, σ(M; ω) равна квадрату каса-
тельной к окружности (первая задача). 

Мы доказали теорему о касательной и секу-
щей. Надо сказать, что подобные рассуждения 
непривычны для школьников 8–9-х классов, по-
скольку здесь нет ни равенства, ни подобия тре-
угольников, поэтому вызывают повышенный 
интерес. Особенно их впечатляет фраза «Каса-
тельная — это предельное положение секущей». 
Это позволяет по-новому взглянуть на такое при-
вычное понятие, как касательная к окружности.

Рассмотрим еще один важный частный случай, 
когда секущая направлена вдоль оси симметрии, 
то есть через точку М и центр окружности. 

Тогда 
σ(M; ω) = MAæMB = (d + R)æ(d – R) = d2 – R2.

Мы подсчитали величину σ(M; ω) двумя спо-
собами и получили разные ответы, нет ли здесь 
противоречия? Проверим. Из прямоугольного 
треугольника MOT получаем, что d2 – R2 = t2. 
Величина d2 – R2 как раз и называется степенью 
точки относительно окружности. Для удобства 
будем так называть и произведение отрезков се-
кущих. Заметим, что если точка М лежит внутри 
окружности, то величина d2 – R2 становится от-
рицательной, поэтому в этом случае при реше-
нии задач удобно рассматривать величину 

σ(M; ω) = MAæMB = R2 – d2.

Пример 2. Две окружности пересекаются в точ-
ках А и В. Точка Х лежит на прямой АВ вне окруж-
ностей. Докажите, что длины всех касательных, 
проведенных из точки Х к окружностям, равны.

Решение. По теореме о касательной и секущей 
(задача 1) XP2 = XAæXB = XQ2. Следовательно, 
XP = XQ для любой точки прямой АВ. Мы ис-
пользовали очень важную идею, что степени то-
чек прямой АВ относительно этих окружностей 
равны. Запомним это. 

Верна и более общая теорема.
Теорема. Множество точек, для которых сте-

пени относительно двух неконцентрических 
окружностей равны, является прямой, перпен-
дикулярной их линии центров.

Эта прямая называется радикальной осью 
этих окружностей. Мы рассмотрели только част-
ный случай, когда окружности пересекаются. 

Задача 3.  Две окружности пересекаются в 
точках P и Q. Точка Х лежит на прямой PQ, но 
не на отрезке PQ. Пусть точки A и D лежат на 
разных окружностях. Прямые XA и XD пересе-
кают окружности второй раз в точках В и С соот-
ветственно. Докажите, что точки A, B, C и D ле-
жат на одной окружности.

Решение. XAæXB = XQæXP = XCæXD. Сле-
довательно, по признаку вписанного четырех-
угольника, точки A, B, C и D лежат на одной 
окружности.
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Задача 4.  Две окружности пересекаются в 
точках А и В; МK — общая касательная к ним. 
Докажите, что прямая АВ делит отрезок МK по-
полам.

Решение. По задаче 3 имеем: XM = XK.

Задача 5.  Дана окружность ω и точки P 
и K вне ее. Через точку Р проведена секущая 
к окружности ω, пересекающая ее в точках А 
и В. Докажите, что вторая точка пересечения 
прямой РK с окружностью, проходящей через 
точки K, А, В, не зависит от выбора секущей 
АВ.

Решение. Проведем через точку Р секущую 
РВ и пусть точка М — вторая точка пересече-
ния прямой РK с окружностью ω2, проходящей 
через точки K, А, В. Тогда, по теореме о секу-
щих, PKæPM = PBæPA. Последнее произведе-
ние есть степень точки Р относительно окруж-
ности ω и не зависит от выбора секущей PВ. 
Следовательно, величина PKæPM постоянна 
для любых секущих PA, проведенных к окруж-
ности ω. Поскольку точки Р и K фиксированны, 
то и длина отрезка PM не меняется, то есть точ-
ка М тоже фиксированна. Следовательно, все 
окружности ω2 проходят через одну и ту же точ-
ку. Доказано.

Задача 6.  Окружность делит каждую из сто-
рон треугольника на три равные части. Докажи-
те, что этот треугольник правильный.

Решение. Рассмотрим секущие к окружности, 
проходящие через точку А. Тогда bæ2b = cæ2c. 

Следовательно, b = c. Аналогично докажем, 
что a = c. Поскольку a = b = c, то треугольник 
правильный. 

Задача 7.  Доказать, что если на основании 
АС равнобедренного треугольника АВС взять 
произвольную точку М, то 

BC2 – BM2 = AMæCM.

Решение. Рассмотрим окружность с центром в 
точке В и радиусом ВС. Тогда, по задаче 2, сте-
пень точки М равна 

AMæCM = BC2 – BM2. 
Что и требовалось доказать. 

Заметим, что здесь мы использовали еще один 
характерный прием, а именно: построили вспо-
могательную окружность, которая довольно ча-
сто выручает в задачах на равнобедренный тре-
угольник. 

Задача 8.  В угол вписаны две окружности. 
Одна из них касается сторон угла в точках А и В, 
а другая — в точках С и D. Докажите, что на пря-
мой АD эти окружности высекают равные хорды.

Решение. Степень точки А относительно второй 
окружности равна AEæAD = AC2, аналогично для 
точки D: DFæDA = BD2. Поскольку АС = BD (по-
чему?), то AE = DF. Следовательно, AF = DE.
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Задача 9.  Доказать, что все окружности, 
проходящие через данную точку А и пересекаю-
щие данную окружность в диаметрально проти-
воположных точках, проходят одновременно че-
рез некоторую точку P, отличную от А. 

Решение. Рассмотрим две такие окружности, 
ω1 и ω2, которые пересекают данную окружность 
в точках B, C, D и E соответственно. 

Пусть они второй раз пересекаются в точке Р. 
Степень точки О относительно первой и второй 
окружностей равна R2. Следовательно, O ∈ AP, 
при этом OPæOA = R2. Поскольку OA и R по-
стоянны, то и точка Р на прямой АО фиксиро-
ванна.

Перед вторым занятием можно доказать фор-
мулу длины биссектрисы.

Пример 3.  Если CL — биссектриса треуголь-
ника ABC, то 

CL2 = ab – aRbR, 
где 

AC = a, BC = b, AL = aR, BL = bR.

Доказательство. Пусть точки K и N симме-
тричны точке А относительно биссектрисы CL и 
точки L соответственно. Тогда 

СK = a и LN = aR. 
Обозначим окружность, описанную около тре-

угольника KNB, как ω, степени точек С и L отно-
сительно окружности — как s и sR. 

Тогда 
2 2
2s ab CO R= = −  и 2 2

2 ,s a b LO R= = −′ ′ ′
где R — радиус окружности ω. Найдем разность:

2 2
2 2 .s s ab a b CO LO− = − = −′ ′ ′

Докажем, что угол CLO2 — прямой. AL = LK = 
= LN, следовательно, AK B KN. Окружность с 
центром в L и радиусом LN и окружность ω име-
ют общую хорду KN. Следовательно, LO2 B KN. 

Тогда LO2 C AK; AK B CL, следовательно, LO2 B 
B CL. Тогда, по теореме Пифагора, 

2 2 2
2 2 .l CO LO ab a b= − = − ′ ′

Задачи второго листка
1. Радикальные оси трех неконцентрических 

окружностей пересекаются в одной точке или 
параллельны.

2. Две окружности касаются внешне в точке K. 
Через эту точку проведена прямая, которая, пе-
ресекаясь с окружностями, образует хорды KР и 
KQ. Из точек Р и Q проведены к окружностям ка-
сательные РТ1 и QТ2, где Т1 и Т2 — точки каса-
ния. Докажите, что 2 2 2

1 2 .PT QT PQ+ =
3. Вершина С прямого угла треугольника АВС 

лежит внутри окружности с центром О и радиу-
сом R, проходящей через концы гипотенузы АВ, 
СН — высота треугольника АВС. На прямой АВ 
взята точка K так, что KН = ОН. Найдите СK. 

4. В треугольнике АВС угол В — тупой. 
Постройте на АС точку D такую, что AB2 = 
= ADæAC.

5. Постройте на данной прямой точку, из ко-
торой данный отрезок виден под наибольшим 
углом.

6. Вневписанные окружности треугольника 
АВС, касающиеся сторон ВА и ВС, отразили от-
носительно середин этих сторон. Докажите, что 
общая хорда получившихся окружностей прохо-
дит через точку В.

7. В треугольнике АВС точки M и N — середи-
ны сторон АВ и АС, АН — высота. Окружности, 
описанные вокруг треугольников BHN и CHM, 
пересекаются вторично в точке Р. Докажите, что 
отрезок РН проходит через середину MN.

Задачи 6 и 7 взяты из всероссийских олимпи-
ад (10-й и 9-й класс, соответственно). Использова-
ние этого метода позволяет участникам кружка ре-
шать задачи на олимпиадах разного уровня. Рас-
смотрим задачу из Турнира городов, 11-й класс.

Пример 4. Дана неравнобокая трапеция ABCD. 
Точка A1 — это точка пересечения описанной 
окружности треугольника BCD с прямой AC, от-
личная от C. Аналогично определяются точки B1, 
C1, D1. Докажите, что A1B1C1D1 тоже трапеция.

(Далее приведено решение Стекловой Лидии.)
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Решение. Заметим, что точки A1, B, C, D ле-
жат на одной окружности, поэтому 

A1PæPC = BPæPD. 
Для остальных четверок точек записываем 

аналогичные равенства:
C1PæPA = BPæPD,  B1PæPD = APæPC,  

D1PæPB = APæPC. 
Разделив первое равенство на второе, а третье 

на четвертое, получим: 

1

1

1,
A P PC
C P PA

⋅
=

⋅
 1

1

1.
B P PD
D P PB

⋅
=

⋅
Отсюда следует, что 

1

1

A P AP
C P CP

=  и 1

1

.
B P BP
D P DP

=

Из подобия треугольников APD и CPB следу-

ет равенство .
AP DP
CP BP

=  Следовательно, 1 1

1 1

.
A P D P
C P B P

=  

А так как F B1PC1 = F A1PD1, то треугольники 

B1PC1 и A1PD1 подобны. Получается, что прямые 
A1D1 и B1C1 параллельны. Докажем, что прямые 
A1B1 и C1D1 непараллельны. Предположим, что 
они параллельны. Тогда четырехугольник A1B-

1C1D1 — параллелограмм. Следовательно, Р — 
середина A1C1 и B1D1. Получается, что Р — се-
редина АС и BD. Следовательно, ABCD — па-
раллелограмм, что противоречит условию. Зна-
чит, прямые A1B1 и C1D1 непараллельны. То есть 
A1B1C1D1 — трапеция, что и требовалось доказать.

Задачи разных листков обычно связаны меж-
ду собой. Рассмотрим, например, две задачи о 
свойствах ортоцентра.

Пример 5. Доказать, что произведение длин 
отрезков, на которые ортоцентр разбивает высо-
ты треугольника, одинаково для всех высот.

Пример 6. Если две окружности построены на 
двух чевианах как на диаметрах, то их точки пере-
сечения и ортоцентр лежат на одной прямой.

В доказательстве примера 5 используется за-
дача 1 того же листка: Точка, симметричная 
ортоцентру относительно стороны, принад-
лежит описанной окружности, а также факт, 
что искомое произведение в два раза меньше, 
чем степень ортоцентра относительно описанной 
окружности. В примере 6 (с помощью примера 5) 
надо доказать, что степени ортоцентра относи-
тельно этих окружностей равны. Тем, кто решил 
эти задачи, предлагается подумать, что будет в 
случае трех окружностей. Результат они долж-
ны сформулировать самостоятельно. На учени-
ков производит сильное впечатление противоре-
чие между сложностью задачи и тем, что они ре-
шили ее за несколько минут. Они при этом забы-
вают, что сначала решили целый листок на сте-
пень точки, а потом все задачи о свойствах орто-
центра. Такая эмоциональная составляющая 
способствует повышению интереса к геометрии.

В 10-м классе мы решаем задачи на преобра-
зования. Это очень мощное средство, которое 
надо уметь применять. По возможности вводят-
ся классические задачи, например, точка Торри-
челли, задача Фаньяно. В этом случае, конечно, 
уместно упомянуть авторов, историю задачи. 

Последние занятия кружка в 9-м классе в кон-
це учебного года мы посвятили повторению. На-
пример, доказывали теорему Птолемея с исполь-
зованием прямой Симпсона и формулы для сто-
рон педального треугольника; доказали, что вы-
соты треугольника пересекаются в одной точке, 
используя более привычное доказательство (его 
называют «способ Гаусса») через серединный 
треугольник (пересечение серединных перпен-
дикуляров) и через вневписанные окружности 
(пересечение биссектрис) и др. Некоторым уче-
никам 9-го класса это принесло пользу на экза-
мене по геометрии.
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А. БЛИНКОВ, О. ГОРСКАЯ,  
А. ИВАНИЩУК, П. ЧУЛКОВ, 

г. Москва

Календарь математических соревнований турнира Архимеда по тра-
диции открывала математическая регата 9-х классов, кото-
рая состоялась 9 октября 2010 года.

В регате 9-х классов участвовало 88 команд из Москвы, Костромы, 
Переславля и Черноголовки. 

Математической литературой (традиционно предоставляемой 
МЦНМО) были награждены 22 команды, из которых 13 луч-
ших получили также дипломы I, II или III степени. Абсолют-
ным победителем регаты стала одна из команд гимназии 
№ 1514, дипломов первой степени удостоились также еще 
одна команда гимназии № 1514 и одна из команд школы 
№ 179 (все из Москвы).

Полные итоги регаты опубликованы на сервере МЦНМО (http://
www.mccme.ru/olympiads). Там же можно найти материа-
лы регат предыдущих лет, которые ежегодно публикуют-
ся и на страницах журнала «Математика». Подробно о том, 
как проводятся математические регаты, и материалы всех 
прошедших регат см.: Московские математические рега-
ты / Cост.: А.Д. Блинков, В.М. Гуровиц, Е.С. Горская. — М.: 
МЦНМО, 2007. 

Как обычно, часть заданий придумывалась авторами специаль-
но для этой регаты, а остальные являются математическим 
фольклором или взяты из популярной математической лите-
ратуры. 

Условия задач

Первый тур 
(10 минут; каждая задача — 6 баллов)

1.1. На координатной плоскости изображен график функции 
y = ax2 + c (рис. 1). В каких точках график функции y = cx + a пе-
ресекает оси координат?

Рис. 1

9 класс

ТУРНИР АРХИМЕДА
МОСКОВСКАЯ 
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ 
РЕГАТА 

А. Сислей. Регата в Молси. 1874
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1.2. В равнобокой трапеции AВСD основания 
AD и ВС равны 12 и 6 соответственно, а высота 
равна 4. Сравните углы ВАС и САD. 

1.3. На доске записаны числа 1, 21, 22, 23, 24, 
25. Разрешается стереть любые два числа и вме-
сто них записать их разность — неотрицательное 
число. Может ли на доске в результате несколь-
ких таких операций остаться только число 15?

Второй тур
(15 минут; каждая задача — 7 баллов)

2.1. Известно, что 5(а – 1) = b + a2. Сравните 
числа а и b.

2.2. В остроугольном треугольнике АВС 
угол В равен 45°, АМ и CN — его высоты, О — 
центр описанной окружности, Н — ортоцентр 
(точка пересечения высот). Докажите, что 
ОNHМ – параллелограмм.

2.3. Найдите наименьшее натуральное n, при 
котором число А = n3 + 12n2 + 15n + 180 делит-
ся на 23.

Третий тур 
(20 минут; каждая задача — 8 баллов)

3.1. Пятеро друзей скинулись на покупку. Мог-
ло ли оказаться так, что любые два из них внесли 
менее одной трети общей стоимости?

3.2. Существует ли прямоугольный треуголь-
ник, в котором две медианы перпендикулярны?

3.3. Какое наибольшее суммарное количество 

белых и черных шашек можно расставить в клет-
ках доски 8 × 8 так, чтобы выполнялось следую-
щее условие: в каждой горизонтали и в каждой 
вертикали белых шашек должно быть в два раза 
больше, чем черных?

Четвертый тур 
(25 минут; каждая задача — 9 баллов)

4.1. Для различных положительных чисел а и 

b выполняется равенство 
1 1 2

.
1 1 1a b ab

+ =
+ + +

 До-

кажите, что а и b — взаимно обратные числа.
4.2. В выпуклом четырехугольнике ABCD  

∠ ВАС = 20°, ∠ ВСА = 35°, ∠ ВDС = 40°, ∠ ВDА = 
=70°. Найдите угол между диагоналями четырех-
угольника.

4.3. Найдите все простые числа p, q и r, для ко-
торых выполняется равенство p + q = (p – q)r.

Пятый тур 
(15 минут; каждая задача — 7 баллов)

5.1. Найдите наибольшее натуральное n такое, 
что n200 < 5300.

5.2. В трапеции ABCD биссектриса тупого 
угла B пересекает основание AD в точке K — его 
середине, M — середина BC, AB = BC. Найдите 
отношение KM : BD.

5.3. Существует ли натуральное число, кото-
рое при делении на сумму своих цифр как в част-
ном, так и в остатке дает число 2011?

Ответы, решения, комментарии

1.1. В точках (0,5; 0) и (0; –1).
Так как данный график пересекает ось y в точ-

ке (0; 2), то с = 2. Кроме того, он проходит через 
точку (1; 1), значит, 1 = 2 + а, то есть а = –1.

Таким образом, новая функция задается урав-
нением y = 2x – 1. Ее график пересекает ось x в 
точке (0,5; 0), а ось y – в точке (0; –1).

1.2. Угол ВАС больше, чем угол CAD.
Способ I. Так как AD C BC, то ∠ CAD = ∠ BCA 

(рис. 2). Пусть BH — высота трапеции. Тогда 

3,
2

AD BC
AH

−
= =  BH = 4, следовательно, из пря-

моугольного треугольника АВН,  AB = 5. 

Рис. 2

Таким образом, в треугольнике АBC  BC > AB, 
значит, ∠ BAC > ∠ BCA (против большей сторо-

ны треугольника лежит больший угол). Следова-
тельно, ∠ BAC > ∠ CAD.

Способ II. Пусть прямые АВ и CD пересекают-

ся в точке Е (рис. 3). Так как BC C AD и 1
,

2
BC AD=  

то BC — средняя линия треугольника АЕD. Вы-
числив боковую сторону трапеции (аналогич-
но первому способу решения), получим, что 
АЕ = 2АВ = 10. 

Рис. 3

Проведем биссектрису AL треугольника АЕD. 

По свойству биссектрисы 12
1,

10
LD AD
LE AE

= = >  зна-

чит, точка L лежит между точками С и Е. Следо-

вательно, ∠ BAC > ∠ CAD.
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1.3. Да, может.
Искомая последовательность операций видна 

из следующей записи: 
15 = 32 – 16 – (8 – 4 – 2 – 1).

Комментарий. Отметим, что в результа-
те указанных операций можно получить лю-
бое нечетное число от 1 до 31. Это можно дока-
зать, например, методом математической ин-
дукции.

2.1. а > b.
Перепишем условие задачи в виде: b = –a2 + 

+ 5a – 5. Выясним знак разности а – b. Получим: 
а – b = a + a2 – 5a + 5 = (a – 2)2 + 1 > 0.

Следовательно, а > b.
Комментарий. Если в системе координат (а; b) 

построить графики функций b = –a2 + 5a – 5 и 
b = a, то первый график располагается ниже, 
чем второй. Исходя из расположения графиков, 
можно получить ответ, но строгим доказатель-
ством это не является.

2.2. Способ I. Проведем серединные перпен-
дикуляры к сторонам АВ и ВС данного тре-
угольника, которые пересекаются в точке О 
(рис. 4). Так как в прямоугольном треугольни-
ке BNC  ∠ NBC = 45°, то BN = NC, следова-
тельно, точка N лежит на серединном перпен-
дикуляре NK к стороне BC. Тогда NO C HM. 
Аналогично, рассмотрев прямоугольный рав-
нобедренный треугольник АМВ, получим, что 
MO C HN. 

Рис. 4

Таким образом, ONHM — параллелограмм 
(по определению).

Способ II. Рассмотрим окружность, описан-
ную около треугольника АВС (рис. 5). Так как 
этот треугольник — остроугольный, то ее центр 
O лежит внутри треугольника, причем треуголь-
ник АОС — равнобедренный и ∠ AOC = 2∠ ABC =
= 90°. Кроме того, ∠ ANC = ∠ AMC = 90°, поэ-
тому точки N, O и M лежат на окружности с ди-
аметром AC. 

Рис. 5

Тогда 
∠ ONC = ∠ OAC = 45°, 
∠ ONВ = ∠ BNC – ∠ ONC = 45°, 
∠ MAВ = 90° – ∠ AВМ = 45°.

Из равенства углов ONВ и MAВ следует па-
раллельность прямых NO и AM. Аналогично до-
казывается, что MO C CN. 

Следовательно, ONHM — параллелограмм.

2.3. n = 10.
Разложим данный многочлен на множители 

способом группировки: 
n3 + 12n2 + 15n + 180 =

= n2(n + 12) + 15(n + 12) = (n + 12)(n2 + 15).
Число А делится на простое число 23, если в 

любом его разложении на натуральные множи-
тели присутствует число, делящееся на 23. Наи-
меньшее значение n, при котором первый мно-
житель делится на 23, равно 11, а для второго 
множителя такое n равно 10. 

Комментарий. Возможен также непосредствен-
ный перебор всех натуральных значений n от 1 до 
10, но он сопряжен с некоторыми вычислительны-
ми трудностями. Перебор можно упростить, заме-
нив число 180 на меньшее число, имеющее такой 
же остаток при делении на 23, например, на –4.

3.1. Нет, не могло.
Пусть друзья внесли а, b, c, d и е рублей соот-

ветственно. Тогда общая сумма внесенных денег 
равна а + b + c + d + е = S. 

Предположим, что любые два друга внес-

ли меньше, чем 1
3

S рублей, тогда выполняют-

ся неравенства: 1
,

3
a b S+ <  1

,
3

a c S+ <  ..., 1
3

d e S+ <  

(всего таких неравенств — десять). Складывая 

их почленно, получим, что 
10

4( ) ,
3

a b c d e S+ + + + <  

то есть 1
0,4

3
S S<  ⇔ 1,2S < S — противоречие, 



МАТЕМАТИКА   октябрь    2011 4646

так как S > 0. Следовательно, указанная ситуа-
ция невозможна.

3.2. Да, существует.
Пусть в треугольнике ABC  ∠ С = 90°, CP и BK — 

медианы, M — их точка пересечения (рис. 6). 

Рис. 6

Способ I. Обозначим: BС = a, AC = b, AB = c. 
Тогда 

1
,

2
CP c=  2 1

,
3 3

CM CP c= =  2 2 21
,

4
BK a b= +  

2 2 2 24 4 1
.

9 9 9
BM BK a b= = +

Отрезки CM и BM перпендикулярны тогда и 
только тогда, когда CM2 + BM2 = BC2, то есть 

2 2 2 21 4 1
.

9 9 9
c a b a+ + =

Учитывая, что с2 = a2 + b2, получим: 2 24 2
,

9 9
a b=  

то есть 2.b a=  
Таким образом, в прямоугольном треугольни-

ке с катетами CB = a и 2CA a=  медианы CP и 
BK перпендикулярны.

Комментарий. Отметим, что медианы прямо-
угольного треугольника, проведенные к катетам, 
не могут быть перпендикулярны. Действительно, 
если AQ — еще одна медиана, то в четырехуголь-
нике CKMQ углы MKC и MQC — острые, а угол 
KCQ — прямой, значит, ∠ KMQ > 90°.

Способ II. Пусть ,CB a=  ,CA b=  тогда 

( )1 1 1
,

2 2 2
CP CA CB a b= + = +  

1
.

2
BK BC CK b a= + = −

Два ненулевых вектора перпендикулярны тог-
да и только тогда, когда их скалярное произведе-
ние равно нулю. Значит, 

2 2 2 21 1 1 1 1
,

4 2 4 4 2
CP BK b a a b b a⋅ = − − ⋅ = −

так как a b⊥  (а и b — модули соответствующих 
векторов). Следовательно, 

CP BK⋅  = 0 ⇔ 2 21 1
0

4 2
b a− =  ⇔ 2.b a=

Комментарий. Заметим, что можно было 
сразу привести пример требуемого прямоу-
гольного треугольника, указав отношение 
его катетов или другую тригонометрическую 
функцию любого из его острых углов, и дока-
зать, что для такого треугольника выполня-
ется перпендикулярность двух медиан. Для 
этого, в частности, можно было использовать 
известный факт, что медианы CP и BK пер-
пендикулярны тогда и только тогда, когда 
с2 + b2 = 5a2. Возможны также аккуратные 
рассуждения, использующие понятие непре-
рывности.

3.3. 48 шашек (32 белых и 16 черных).
Заметим, что в любой горизонтали не может 

быть более двух черных шашек (иначе белых бу-
дет не менее шести, а в сумме — не менее девя-
ти), значит, белых шашек — не более четырех. 
Следовательно, всего черных шашек не более 16, 
а белых — не более 32.

Один из возможных примеров расстановки 48 
шашек, удовлетворяющих условию, — смотри 
рисунок 7.

Рис. 7

4.1. Разобьем правую часть исходного равен-
ства на два одинаковых слагаемых и преобразу-
ем его: 

1 1 2
1 1 1a b ab

+ =
+ + +

 ⇔ 

⇔ 1 1 1 1
0

1 11 1a bab ab
− + − =

+ ++ +
 ⇔ 

⇔ ( ) ( ) 0
(1 ) 1 (1 ) 1

ab a ab b

a ab b ab

− −
+ =

+ + + +
 ⇔ 

⇔ 
( ) ( )

0
1 1

a b a b b a

a b

− −
− =

+ +
 ⇔ 

⇔ ( ) 0.
1 1

a b
b a

a b

⎛ ⎞
− − =⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

Первая скобка равна нулю тогда и только тог-
да, когда а = b, что противоречит условию. Тог-
да, учитывая, что а > 0 и b > 0, получим: 
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0
1 1

a b
a b

− =
+ +

 ⇔ 0a b b a a b− + − =  ⇔ 

⇔ ( )( )1 0.a b ab− − =

Последнее равенство верно тогда и только тог-
да, когда а = b (что противоречит условию) или 
ab = 1, что и требовалось доказать. 

4.2. 75°.
Докажем, что точка D — центр описанной 

окружности треугольника ABC. Это можно сде-
лать различными способами. 

Способ I. Опишем окружность около треуголь-
ника ABC и продолжим отрезок BD до пересече-
ния с этой окружностью в точке K (рис. 8). Так 
как ∠ ВKС = ∠ ВАС = 20°, то 

∠ KCD = ∠ ВDС – ∠ DKС = 20°
(угол ВDС — внешний для треугольника KDC), 
следовательно, DC = DK. 

Рис. 8

Аналогично, так как ∠ВKА = ∠ ВСА = 35°, а 
∠ ВDА = 70°, то ∠ KÀD = 35°, то есть DK = DA. 
Таким образом, D — центр окружности, описан-
ной около треугольника ACK, которая совпада-
ет с окружностью, описанной около треугольни-
ка ABC.

Способ II. На луче AD отметим точку М так, 
что отрезок DM = DB (рис. 9). Тогда 

1
35 ,

2
DBM BMD BDA BCA∠ = ∠ = ∠ = ° = ∠  

следовательно, точки A, B, C и M лежат на одной 
окружности. 

Рис. 9

Аналогично, отметив на луче CD точку P так, 
что DP = DB, получим, что точки A, B, C и P 
лежат на одной окружности. Так как указан-
ные окружности имеют три общие точки, то эти 
окружности совпадают, кроме того, точка D рав-
ноудалена от точек В, М и Р, поэтому она явля-
ется центром полученной окружности. 

Способ III. Центр описанной окружности ту-
поугольного треугольника ABC лежит в той же 
полуплоскости относительно прямой АС, что и 
точка D (см. рис. 8 и 9). Он является пересечени-
ем двух ГМТ: из которых отрезок BC виден под 
углом α = 2∠ ВАС = 40°, а отрезок AB виден под 
углом β = 2∠ ВСА = 70°.

В указанной полуплоскости эти ГМТ являют-
ся дугами окружностей, которые имеют един-
ственную общую точку. По условию, из точки D 
эти же отрезки видны под такими же углами, по-
этому точка D совпадает с центром описанной 
окружности треугольника ABC.

Теперь ответим на вопрос задачи. Пусть T — 
точка пересечения диагоналей четырехуголь-
ника ABCD. Из равнобедренного треугольника 
ADB  

180
55 ,

2
BDA

DBA
° − ∠

∠ = = °  

угол BTC — внешний для треугольника BTА, 
значит, 

∠ ВTC = ∠ TАВ + ∠ АВТ = 75°.

4.3. p = 5, q = 3, r = 3.
Из условия задачи вытекает, что p + q делится 

на p – q, следовательно, (p + q) – (p – q) = 2q так-
же делится на p – q. Если число q — простое, то 
делителями числа 2q могут являться только чис-
ла 1, 2, q и 2q. 

Если p – q = 1, то левая часть исходного ра-
венства больше правой. Если p – q = q, то p = 2q, 
то есть число р не простое. Аналогично, если 
p – q = 2q, то p = 3q, то есть и в этом случае р — не 
простое число. Значит, р – q = 2. Тогда исходное 
равенство примет вид: 

(q + 2) + q = 2r ⇔ q + 1 = 2r – 1 ⇔ q = 2r – 1 – 1.
Далее можно рассуждать по-разному.

Способ I. Если r = 2, то q = 1 — не простое чис-
ло. Если r – нечетное число, то (r – 1) – четное, 
тогда 2r – 1 – 1 делится на 3. Действительно, если 
k ∈ N, то 

22k – 1 = 4k – 1 = (4 – 1)(4k – 1 + 4k – 2 + ... +1).
Таким образом, q = 3. Тогда р = 5 и r = 3.

Комментарий. Доказывать, что 22k – 1 делит-
ся на 3, можно и другими способами, например, 
методом математической индукции. 

Способ II. Так как 
21 1 1

1 2 2 22 1 2 1 2 1 2 1 ,
r r r

rq
− − −

− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − = − = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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то q может оказаться простым числом только в 

случае, когда 
1

22 1 1.
r −

− =  Значит, 
1

1
2

r −
=  ⇔ r = 3.

Тогда q = 3 и р = 5.

5.1. n = 11.
Перепишем данное неравенство в виде (n2)100 <

< (53)100. Тогда, учитывая, что n — натуральное 
число, достаточно найти наибольшее натураль-
ное решение неравенства n2 < 125. Так как 112 < 
< 125 < 122, то искомое значение равно 11. 

5.2. KM : BD = 1 : 2.
Так как ∠ ABK = ∠ CBK = ∠ BKA, то треуголь-

ник ABK — равнобедренный (рис. 10): AK = AB =
= BC. Тогда ABCK — параллелограмм (BC = AK, 
BC C AK), и так как AB = BC, то ABCK — ромб. 
Так как KD = AK = BC и KD C BC, то BCDK — 
также параллелограмм. 

Рис. 10

Пусть O — точка пересечения его диагоналей 

BD и CK, тогда 1
.

2
BO BD=  Так как треугольник 

BCK — равнобедренный (BC = CK), то равны его 

медианы BO и KM, следовательно, 
1

.
2

KM BD=

5.3. Нет, не существует.
Предположим, что существует натуральное 

число n с суммой цифр s, которое удовлетворяет 
условию задачи. Тогда n = 2011s + 2011, откуда 

n – s = 2010s + 2011. 
Из обоснования признака делимости на 3 следу-

ет, что натуральное число и его сумма цифр име-
ют одинаковые остатки при делении на 3, поэтому 
n – s делится на 3. Но число 2010s + 2011 на 3 не де-
лится, так как 2010s кратно 3, а 2011 не кратно 3. 
Следовательно, равенство n – s =  2010s + 2011 вы-
полняться не может, то есть числа n, удовлетворяю-
щего условию задачи, не существует.

«Цапля»

ТВОРЧЕСКАЯ РАБОТА ПО ТЕМЕ
«КООРДИНАТНАЯ ПЛОСКОСТЬ»

Автор:  Мартынов Иван.
Учитель: Т.В. Тараканова,

Большетолкайская средняя школа 
Самарской области 

(–4; 7), (–7; 3), (–4; 8), (–4; 9), (–3; 10), 
(–2; 10), (–1; 9), (–1; 7), (1; 5), (2; 5), 
(10; –4), (10; –5), (8; –5), (7; –4), (5; –4), 
(5; –12), (4; –12,5), (4; –5), (3; –4), (3; -13), 
(2; –12,5), (2; –4), (0; –2), (–2; 7), (–3; 7), 
(–7; 3).

Крыло: (0; 2), (2; –1), (3; –1), (5; –3), 
(6; –3), (7; –4).

Глаз: (–3; 9).

Болото: (–5; –13), (-3; –12), (–1; –13), 
(1; –12), (3; –13), (5; –12), (7; –13), (9; –12), 
(11; –13).

Р А Б О ТА  Н А Д  О Ш И Б К А М И

Приносим наши извинения авторам статей за ошибку, допущенную в  их инициалах: в № 10 
(с. 2, 41) следует читать Н. Иофе, в № 12 (с. 2, 16) — М. Иванова.
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А. КОРЯНОВ, 
А. ПРОКОФЬЕВ,
г. Брянск, г. Москва

ГОТОВИМ К ЕГЭ 
ХОРОШИСТОВ И 
ОТЛИЧНИКОВ
ОТБОР КОРНЕЙ В ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ 
УРАВНЕНИЯХ (ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ И 
ФУНКЦИОНАЛЬНО-ГРАФИЧЕСКИЙ 
СПОСОБЫ)

Геометрическая иллюстрация решения простейших 
тригонометрических уравнений

Все числа вида α + 2πn, n ∈ Z, соответствуют единственной 
точке числовой окружности Pα, так как при обходе окружно-
сти в положительном или отрицательном направлении на це-
лое число оборотов из данной точки Pα мы приходим в эту же 
точку.

Уравнения вида sin x = a
Числа вида α + 2πn или –α + π + 2πn, n ∈ Z, на числовой 

окружности изображаются точкой Pα или точкой P–α + π соответ-
ственно. Эти точки расположены на окружности симметрично 
относительно оси y. Эти два множества чисел можно записать в 
виде (–1)nα + πn, n ∈ Z. Причем если n — четное число, то полу-
чаем числа α + 2πk, а если n — нечетное, то числа –α + π + 2πk, 
k ∈ Z.

Лекция 2

Для иллюстрации решения простейших тригонометрических урав-
нений или неравенств в учебниках используются разные 
модели: тригонометрический круг или графики тригономе-
трических функций. В первом случае изображение решений 
связано с числовой окружностью, во втором — с числовой 
прямой.

Числовая (или координатная) окружность активно применяется 
в преподавании тригонометрии, с ее помощью легко демон-
стрировать множества чисел, объединенных по определен-
ным свойствам. Поэтому рассмотрение примеров в данной 
лекции будет в основном связано с координатной окружно-
стью. Когда использовать числовую окружность затрудни-
тельно, для отбора корней тригонометрического уравнения 
применяют координатную прямую.

Геометрический способ отбора корней предполагает наличие 
у учащихся навыков изображения решения простейших 
тригонометрических уравнений и неравенств на числовой 
окружности или прямой, поэтому необходимо напомнить 
им основные действия с точками числовой окружности, свя-
занные с формулами решений простейших тригонометриче-
ских уравнений.
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Пример 1.  Изобразить на числовой окруж-

ности множество решений уравнения 
2

sin .
2

x =

Решение. Запишем решения данного уравне-

ния: 2
4

x n
π

= + π  или 
3

2 ,
4

x n
π

= + π  n ∈ Z.

Две точки на окружности, 
4

Pπ и 3
4

,P π  изобра-

жающие решения этого уравнения, располо-
жены симметрично относительно оси ординат 
(рис. 1). 

Рис. 1

Уравнения вида cos x = a
Числа вида α + 2πn или –α + 2πn, n ∈ Z, на 

числовой окружности изображаются точками Pα 
или P–α соответственно. Точки расположены на 
окружности симметрично относительно оси x. 
Эти два множества чисел можно записать в виде 
±α + 2πn, n ∈ Z.

Пример 2.  Изобразить на числовой окруж-

ности множество решений уравнения 
3

cos .
2

x =

Решение. Запишем решения данного уравне-

ния: 2
6

x n
π

= + π  или 2 ,
6

x n
π

= − + π  n ∈ Z. Две точки 

на окружности, 
6

Pπ и 
6

,P π−
 изображающие реше-

ния этого уравнения, расположены симметрич-
но относительно оси абсцисс (рис. 2).

Рис. 2

Уравнения вида tg x = a или ctg x = a
Числа вида α + 2πn или α + π + 2πn, n ∈ Z, на 

числовой окружности изображаются точками 
Pα или Pα + π. Точки расположены на окружности 
симметрично относительно начала координат. 
Эти два множества чисел можно записать в виде 
α + πn, n ∈ Z.

Пример 3.  Изобразить на числовой окруж-
ности множество решений уравнения tg 3.x =

Решение. Запишем решения данного уравне-

ния: 2
3

x n
π

= + π  или 
4

2 ,
3

x n
π

= + π  n ∈ Z. Две точки 

на окружности, 
3

Pπ и 4
3

,P π  изображающие реше-

ния этого уравнения, расположены симметрич-
но относительно начала координат (рис. 3).

Рис. 3

Пример 4.  Изобразить на числовой окружно-
сти множество решений уравнения ctg 3.x =

Решение. Запишем решения данного уравне-

ния: 2
6

x n
π

= + π  или 
7

2 ,
6

x n
π

= + π  n ∈ Z. Точки 
6

Pπ 

и 7
6

P π на окружности, изображающие решения 

этого уравнения, расположены симметрично от-
носительно начала координат (рис. 4).

Рис. 4

Уравнения вида T(kx) = a
Для уравнений вида T(kx) = a, где через T обо-

значена одна из простейших тригонометриче-
ских функций, изображение решений уравне-
ния связано с точками — вершинами правиль-
ного многоугольника.

Числам вида 
2

,
n

k
π

α +  n ∈ Z, k ∈ {3; 4; 5; …}, на 

числовой окружности соответствуют вершины пра-
вильного k-угольника, вписанного в окружность.

При k = 1 получаем единственную точку на 
окружности. При k = 2 — две диаметрально про-
тивоположные точки окружности. Эти случаи 
были рассмотрены выше.

Пример 5.  Изобразить на числовой окруж-
ности множество решений уравнения sin 3x = 1.
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Решение. Решениями данного уравнения яв-

ляются числа вида 2
,

6 3
nπ π

+  n ∈ Z.

Придавая последовательно значения 0, 1, 2 пе-
ременной n, получим три точки (вершины пра-
вильного треугольника) на окружности (рис. 5), 

соответствующие числам ,
6
π

 
2 5

6 3 6
π π π

+ =  и 
4 3

.
6 3 2
π π π

+ =  

Рис. 5

Методические рекомендации. Успех решения 
учениками тригонометрических уравнений и не-
равенств зависит от того, как они усвоили различ-
ные способы записи чисел, соответствующиx точ-
кам единичной окружности. Упражнения на за-
крепление способов записи чисел должны быть 
двух видов: в виде прямой задачи — выписать все 
числа, соответствующие точкам единичной окруж-
ности, указанным на рисунке; в виде обратной за-
дачи — изобразить на единичной окружности точ-
ки, соответствующие записанным числам.

Упражнения
1. Запишите все числа, соответствующие точ-

кам числовой окружности (рис. 6, a–г).

а)

в)

б)

г)

Рис. 6

2. Изобразите на числовой окружности точки, 
соответствующие углам: 30°, –30°, 30° + 180°, 

30° + 360°, 30° + 90°, 180° – 30°, 270° – 30°, 
360° – 30°, 30° + 720°, 30° + 360°æn, 30° + 180°æn, 
30° + 90°æn, где n ∈ Z.

3. Изобразите точки на числовой окружно-

сти, соответствующие числам: ,
3
π  ,

3
π

−  ,
3
π

+ π  2 ,
3
π

+ π  

,
3 2
π π

+  ,
3
π

π −  2 ,
3
π

π −  3
,

2 3
π π

−  6 ,
3
π

+ π  2 ,
3

n
π

+ π  ,
3

n
π

+ π  

,
3 2

nπ π
+  где n ∈ Z.

В упражнениях 2 и 3 уместно задать учащимся 
вопрос о форме записи чисел, соответствующих 
точкам, расположенным на числовой окруж-
ности симметрично относительно: оси абсцисс, 
оси ординат, начала координат; а также вопрос о 
том, каким числам соответствует одна точка чис-
ловой окружности.

4. Изобразите на числовой окружности точ-

ки, соответствующие числам: ,
4
π

 ,
4
π

−  
3

,
4
π

 
5

,
4
π

 

7
.

4
π

 Охарактеризуйте расположение точек по от-

ношению к точке ,
4
π

 по отношению к точкам ,
2
π

 π, 

3
,

2
π

 2π.

5. Изобразите на числовой окружности точки, 

соответствующие числам 2 ,
4

n
π

± + π  7
2 ,

6
n

π
± + π  ±2π 

+ 2πn, где n ∈ Z.
6. Изобразите на числовой окружности точ-

ки, соответствующие числам 2
,

8 5
nπ π

+  ,
3 2

nπ π
+  

где n ∈ Z.

Геометрическая иллюстрация решения 
простейших тригонометрических 
неравенств

Основная трудность в отборе решений триго-
нометрических уравнений ложится на решение 
тригонометрических неравенств и их изображе-
ние на числовой окружности.

Неравенства вида sin x ∨ a или cos x ∨ a
Напомним алгоритм решения простейших 

тригонометрических неравенств вида sin x ∨ a 
или cos x ∨ a, | a | ≤ 1, где символ «∨» заменяет 
один из знаков неравенств: « »,« »,« »,« ».> < ≥ ≤

1. Отмечаем на линии синусов (косинусов) 
число a и все значения, которые больше (мень-
ше) числа a.

2. Выделяем на числовой окружности дугу, 
на которой находятся точки, удовлетворяющие 
данному условию.
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3. Если выделенная дуга прошла через 0, то 
для записи граничных точек выбирают разное 
направление (одно число положительное, дру-
гое — отрицательное). Если выделенная дуга не 
прошла через 0, то для записи граничных точек 
выбирают одно направление.

4. Записываем общее решение неравенства, 
добавляя к концам найденного промежутка чис-
ло, кратное периоду синуса или косинуса. 

Сразу отметим, что для отбора решений уравне-
ния нам не потребуется делать аналитическую за-
пись решения тригонометрического неравенства, 
поэтому последний шаг алгоритма будем опускать.

Пример 6.  Изобразить на числовой окружно-

сти множество решений неравенства 
2

sin .
2

x <

Решение. 1. Отмечаем на линии синусов (рис. 7) 

число 
2

2
 и все значения, меньшие этого числа.

Рис. 7

2. Выделяем на числовой окружности дугу, 
на которой находятся точки, ординаты которых 

меньше 
2

.
2

3. Выделенная дуга проходит через нуль, по-
этому при положительном обходе от нуля полу-
чаем первую граничную точку, которая соответ-

ствует положительному числу .
4
π

 Делаем обход 

по дуге от нуля в отрицательном направлении до 
второй граничной точки, соответствующей от-

рицательному числу 
5

.
4
π

−  Числа из промежутка 

5
;

4 4
π π⎛ ⎞−⎜ ⎟⎝ ⎠  являются решениями данного неравен-

ства (см. рис. 7). Все решения данного неравен-

ства будут иметь вид 
5

2 ; 2 ,
4 4

n n
π π⎛ ⎞− + π + π⎜ ⎟⎝ ⎠  n ∈ Z.

Пример 7.  Изобразить на числовой окружно-

сти множество решений неравенства 
3

cos .
2

x ≤

Решение. 1. Отмечаем на линии косинусов (рис. 

8) число 
3

2
 и все значения, меньшие этого числа.

Рис. 8

2. Выделяем на числовой окружности дугу, на 
которой находятся точки, абсциссы которых не 

больше 
3

.
2

3. Выделенная дуга не проходит через нуль, по-
этому первая точка соответствует положительно-

му числу .
6
π  Совершим обход по дуге от точки 

6

Pπ в 

положительном направлении до второй точки, со-

ответствующей числу 11
.

6
π  Числа из промежутка 

11
;

6 6
π π⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
 являются решениями данного неравен-

ства (см. рис. 8). Все решения данного неравенства 

будут иметь вид 11
2 ; 2 ,

6 6
n n

π π⎡ ⎤+ π + π⎢ ⎥⎣ ⎦
 n ∈ Z.

Неравенства вида tg x ∨ a или ctg x ∨ a
Для решения неравенств с тангенсом и ко-

тангенсом удобно использовать линии танген-
сов и котангенсов, касающиеся тригонометри-
ческой окружности в точках (1; 0) и (0; 1) соот-
ветственно.

Напомним алгоритм решения простейших 
тригонометрических неравенств вида tg x ∨ a 
или ctg x ∨ a, где символ «∨» заменяет один из 
знаков неравенств: «>», «<», «≥», «≤».

1. Отмечаем на линии тангенсов (котангенсов) 
число a и все значения, которые больше (мень-
ше) числа a.

2. Выделяем на числовой окружности дугу, 
на которой находятся точки, удовлетворяющие 
данному условию.

3. Записываем ответ для соответствующего 
неравенства:

а) для неравенства tg x < a решение имеет 

вид arctg ,
2

n t a n
π

− + π < < + π  n ∈ Z;

б) для неравенства tg x > a решение имеет 

вид arctg ,
2

a n t n
π

+ π < < + π  n ∈ Z;

в) для неравенства ctg x < a решение имеет 
вид arcctg a + πn < t < π + πn, n ∈ Z;
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г) для неравенства ctg x > a решение имеет вид 
πn < t < arcctg a + πn, n ∈ Z.

Пример 8.  Изобразить на числовой окружно-
сти множество решений неравенства tg 3.x >

Решение. 1. Отмечаем на линии тангенсов 
(рис. 9) число 3 и все значения, которые боль-
ше этого числа.

Рис. 9

2. Выделяем на числовой окружности дугу, 
на которой находятся точки, удовлетворяющие 
данному условию.

3. Выделенная дуга имеет граничную точку, 

соответствующую числу .
3
π  Совершаем обход по 

дуге от точки 
3

Pπ в положительном направлении 

до второй точки, соответствующей числу .
2
π

 Чис-

ла из промежутка ;
3 2
π π⎛ ⎞

⎜ ⎟⎝ ⎠ являются решениями 

данного неравенства. Все решения данного нера-

венства будут иметь вид ; ,
3 2

n n
π π⎛ ⎞+ π + π⎜ ⎟⎝ ⎠

 n ∈ Z. На 

окружности (см. рис. 9) выделены два интервала.

Пример 9.  Изобразить на числовой окружно-
сти множество решений неравенства ctg x ≤ –1.

Решение. 1. Отмечаем на линии котангенсов 
(рис. 10) число –1 и все значения котангенса, 
меньшие этого числа.

Рис. 10

2. Выделяем на числовой окружности дугу, 
на которой находятся точки, удовлетворяющие 
данному условию.

3. Выделенная дуга имеет граничную точку, 

соответствующую числу 
3

.
4
π

 Совершаем обход по 

дуге от точки 3
4

P π в положительном направлении 

до второй точки, соответствующей числу π. Чис-

ла из промежутка 3
;

4
π⎡ ⎞π⎟⎢ ⎠⎣

 являются решениями 

данного неравенства. Остальные решения полу-
чают добавлением слагаемого πn, n ∈ Z, к кон-
цам полученного промежутка. На окружности 
(см. рис. 10) выделены два промежутка.

Упражнения
7. Изобразите множество решений неравен-

ства, используя числовую окружность:

а) 
2

sin ;
2

x ≥  б) sin x < 0; в) 
3

sin ;
2

x > −  г) sin x ≥ 

≥ 0,7; д) 
2

cos ;
2

x ≥  е) cos x < 0; ж) 
1

cos ;
2

x > −  

з) tg x > 1; и) 1
tg ;

3
x <  к) tg 3;x ≤ −  л) tg x > 0; 

м) 
1

ctg ;
3

x > −  н) ctg 3;x ≥  о) ctg x < 0.

Отбор корней тригонометрического 
уравнения на числовой окружности

Тригонометрическую окружность удобно ис-
пользовать при отборе корней на промежутке, 
длина которого не превосходит 2π, или в случае, 
когда значения обратных тригонометрических 
функций, входящих в серию решений, не являют-
ся табличными.

Начнем с рассмотрения примеров, в которых 
требуется выявить общие корни уравнения или 
объединить их решения.

Пример 10.  Решить уравнение 
cos x cos 5x = 0.

Решение. Данное уравнение равносильно со-
вокупности уравнений:

cos 0
cos5 0

x
x
=⎡

⎢ =⎣
 ⇔ 2

,
10 5

x k

n
x

π⎡ = + π⎢
⎢ π π⎢ = +⎢⎣

 k, n ∈ Z.

Отметим, что функции cos x и cos 5x, входя-
щие в уравнение, имеют общий наименьший по-
ложительный период 2π. Поэтому отбор корней 
удобно проводить на числовой окружности, при 
этом используя градусную меру полученных ре-
шений: x = 90° + kæ180° или x = 18° + næ36°.

Из рисунка 11 видим, что вторая серия реше-
ний включает в себя первую серию.

Ответ: ,
10 5

nπ π
+  n ∈ Z.
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Рис. 11

Следующие примеры связаны с отбором кор-
ней уравнения, удовлетворяющих дополнитель-
ным условиям. 

Пример 11.  Определить количество корней 
уравнения ctg 3x sin 6x – cos 6x – cos 12x = 0 на 
промежутке [0; 2π].

Решение. Умножая обе части уравнения на 
sin 3x ≠ 0, получаем: 

sin 3x – sin 3x cos 12x = 0,
sin 3x (1 – cos 12x) = 0.

Отсюда имеем:

cos12 1,
sin 3 0

x
x

=⎧
⎨ ≠⎩

 ⇔  
,

6

,
3

n
x

k
x

π⎧ =⎪⎪
⎨ π⎪ ≠⎪⎩

 n, k ∈ Z.

Функции cos 12x и sin 3x, входящие в урав-
нение, имеют основной период, не превосходя-
щий 2π, поэтому проведем отбор корней, исполь-
зуя тригонометрическую окружность. Для этого 
полученные значения в серии решений и серии 
ограничений изобразим на тригонометрической 
окружности (рис. 12) и в ответ запишем количе-
ство точек серии решений, не совпавших с точка-
ми серии ограничений.

Рис. 12

Ответ: 6.

Пример 12.  Найти все корни уравнения 

( )(2sin 1) 2sin 3 0,x x+ − =  

удовлетворяющие неравенству cos x > 0.
Решение. Данное уравнение равносильно со-

вокупности уравнений:

1
sin

2
3

sin
2

x

x

⎡ = −⎢
⎢
⎢ =⎢⎣

 ⇔ 

2
6
5

2
6

2
3
2

2 ,
3

x n

x n

x k

x k

π⎡⎡ = − + π⎢⎢
⎢⎢ π⎢⎢ = − + π⎢⎢⎣
⎢ π⎡⎢ = + π⎢⎢
⎢⎢ π⎢⎢ = + π⎢⎢⎣⎣

 n, k ∈ Z.

Изобразим полученные решения на триго-
нометрической окружности (рис. 13). Каждому 
уравнению соответствуют две точки тригономе-
трической окружности. В ответ запишем точки, 
лежащие на дуге окружности, соответствующей 
неравенству cos x > 0, то есть лежащие в I и IV 
четвертях.

Рис. 13

Ответ: 2 ,
3

n
π

+ π  2 ,
6

n
π

− + π  n ∈ Z.

Перейдем к рассмотрению примеров, содер-
жащих естественные ограничения, связанные с 
областью определений или областью значений 
функций, входящих в уравнение. 

Пример 13.  Решить уравнение 
log2 (–sin x) + log2 cos x = –2.

Решение. Данное уравнение равносильно си-
стеме:

2

sin 0,
cos 0,
log ( sin cos ) 2

x
x

x x

⎧− >
⎪ >⎨
⎪ − = −⎩

 ⇔

⇔ 
sin 0,
cos 0,

sin cos 0,25.

x
x

x x

⎧ <
⎪ >⎨
⎪− =⎩

Решим уравнение этой системы:
–sin x cos x = 0,25 ⇔ sin 2x = –0,5 ⇔ 

⇔ 
2 2 ,

6
5

2 2 ,
6

x n n

x k k

π⎡ = − + π ∈⎢
⎢ π⎢ = − + π ∈⎢⎣

Z

Z

 ⇔ 
,

12
5

, .
12

x n n

x k k

π⎡ = − + π ∈⎢
⎢ π⎢ = − + π ∈⎢⎣

Z

Z

Функции sin x, cos x и sin 2x, входящие в урав-
нение, имеют общий наименьший положитель-
ный период 2π. Для отбора корней используем 
тригонометрический круг (рис. 14).
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Рис. 14

Условиям sin x < 0 и cos x > 0 удовлетворяют 
координаты точек, лежащих в IV координатной 
четверти. 

Ответ: 2 ,
12

n
π

− + π  
5

2 ,
12

n
π

− + π  n ∈ Z.

Пример 14.  Решить уравнение 
| cos | 3 sin .x x=

Решение. Данное уравнение равносильно си-
стеме:

cos 3 sin ,
sin 0

x x
x

⎧± =⎪
⎨ ≥⎪⎩

 ⇔ 
3

tg ,
3

sin 0

x

x

⎧
= ±⎪

⎨
⎪ ≥⎩

 ⇔ 

⇔ 
,

6
sin 0,

x n

x

π⎧ = ± + π⎪
⎨
⎪ ≥⎩

 n ∈ Z.

Так как функции tg x и sin x имеют общий 
наименьший положительный период 2π, то от-
бор корней проведем на тригонометрическом 
круге (рис. 15).

Рис. 15

Ответ: 2 ,
6

n
π

+ π  5 2 ,
6

n
π

+ π  n ∈ Z.

Пример 15.  Решить уравнение 
2

31

13

(2 cos 1) log 3tg
0.

log 2 sin

x x

x

+
=

Решение. Данная дробь равна нулю, если 

cos x = –0,5 или 3
tg ,

3
x = ±  при условии, что 

tg 0,
sin 0,
sin 0,5

x
x
x

⎧ ≠
⎪ >⎨
⎪ ≠⎩

 ⇔ 

, ,
2

sin 0,
sin 0,5.

x n n

x
x

π⎧ ≠ + π ∈⎪
⎪ >⎨
⎪ ≠⎪
⎩

Z

Решая первые два уравнения, получаем:
2

2
3

,
6

x n

x k

π⎡ = ± + π⎢
⎢ π⎢ = ± + π⎢⎣

 n, k ∈ Z,

с ограничениями 

,
2

sin 0,

( 1) ,
6

n

x n

x

x m

⎧ π
≠ + π⎪

⎪
>⎨

⎪ π⎪ ≠ − + π
⎩

 n, m ∈ Z.

Тригонометрические функции, входящие в 
данное уравнение, имеют общий наименьший 
положительный период 2π. Изобразим множе-
ство решений и ограничения на числовой окруж-
ности, выделив промежуток [–π; π) (рис. 16).

Рис. 16

Используя рисунок, получаем ответ.

Ответ: 2 2 ,
3

n
π

+ π  n ∈ Z.

Пример 16.  (ЕГЭ-2010, С1.) Решить систему 
уравнений 

tg tg1 1
14 49 0,

49 7

3 tg 5 2 cos 0.

x x

y x x

⎧⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + =⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎨
⎪ − =⎩

Решение. Заметим, что левая часть первого урав-
нения системы представляет полный квадрат:

tg tg 2tg tg1 1 1 1
14 49 14 49

49 7 7 7

x x x x
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + = − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2tg1
7 .

7

x⎛ ⎞⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

Равенство нулю возможно, если 
tg1

7 0,
7

x
⎛ ⎞ − =⎜ ⎟⎝ ⎠

 

то есть 7–tg x = 7.

Отсюда tg x = –1 и ,
4

x n
π

= − + π  n ∈ Z.

Рассмотрим второе уравнение системы. Учи-
тывая, что tg x = –1, запишем его в виде  

3 5 2 cos .y x= −
Так как правая часть этого уравнения должна 

быть неотрицательна, то cos x < 0 (рис. 17). Из 

множества решений ,
4

x n
π

= − + π  где n ∈ Z, выби-
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раем точки, лежащие во второй четверти, то есть 
3

2 ,
4

x n
π

= + π  где n ∈ Z.

Рис. 17

В этом случае 

2
cos

2
x = −  и 2

3 5 2 5.
2

y
⎛ ⎞

= − − =⎜ ⎟⎝ ⎠
 

Отсюда 25
.

9
y =

Ответ: 3 25
2 ; ,

4 9
n

π⎛ ⎞+ π⎜ ⎟⎝ ⎠
 n ∈ Z.

О способах создания учителем набора уравне-
ний различных типов, о включении ученика в 
процесс конструирования целой системы упраж-
нений по заданиям С1 хорошо описано в статье 
Г. Ковалевой «Не клонировать, а конструиро-
вать» («Математика», 2011, № 5).

Тренировочные упражнения
1. Найдите все корни уравнения 

( )2 sin 1 (2sin 3) 0,x x+ − =
удовлетворяющие неравенству tg x < 0.

2. Найдите все корни уравнения 
22 sin sin ,x x=  

удовлетворяющие неравенству cos x < 0.
Решите уравнение (3–16). 

3. 2 sin 3
0.

2 cos 1
x
x
−

=
+

4. 
2ctg 3tg

2 0.
2 cos 1

x x

x

π⎛ ⎞− −⎜ ⎟⎝ ⎠
=

−

5. 
26 sin 5 sin 1

0.
cos

x x
x

− +
=

−
 

6. 
sin9 3

0.
2 cos

x

x
−

=
−

7. 2(cos 3 1) 6 5 0.x x x− + − =

8. ( )2
2 2sin 0,8 4 3.x x x= − + −

9. 5 cos cos2 2sin .x x x− = −
10. ( )22 cos 9 cos 4 2tg 0.x x x− + − =

11. cos2 2 sin .x x= −

12. logcos x sin x = 1.

13. ( )2
5 5

log cos log 1 2 cos .x x= −

14. (2cos2 x – 7cos x + 3) log41 (–sin x) = 0.

15. | cos x | – cos x = 2sin x.

16. 2 2( 1) 16 4 sin .x x+ + = − π

Прием «укрупнения» значений корней
В случае маленьких значений корней можно 

воспользоваться приемом «укрупнения» этих 
значений.

Пример 17.  Решить уравнение 
cos 12x – sin 4x = 0.

Решение. Основной период функции cos 12x 

равен ,
6
π  функции sin 4x — равен .

2
π

 Так как об-

щий период этих функций равен ,
2
π

 то при умно-

жении на 4 период станет 2π.
Преобразуем данное уравнение:

sin 12 sin 4 0
2

x x
π⎛ ⎞− − =⎜ ⎟⎝ ⎠

 ⇔ 

⇔ 2 sin 8 cos 4 0
4 4

x x
π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 ⇔ 
sin 8 0

4

cos 4 0
4

x

x

π⎡ ⎛ ⎞− =⎜ ⎟⎢ ⎝ ⎠⎢
π⎢ ⎛ ⎞− =⎜ ⎟⎢ ⎝ ⎠⎣

 ⇔ 

⇔ 32 8
3
8 4

k
x

n
x

π π⎡ = +⎢
⎢ π π⎢ = +⎢⎣

 ⇔ 
4

8 2
3

4 ,
2

k
x

x n

π π⎡ = +⎢
⎢ π⎢ = + π⎢⎣

 k, n ∈ Z.

Отметим на окружности полученные значе-
ния. Легко увидеть, что эти значения не совпа-
дают (рис. 18).

Рис. 18

Ответ: ,
32 8

nπ π
+  3 ,

8 4
nπ π

+  n ∈ Z.

Методические рекомендации. При составле-
нии примеров, подобных рассмотренному выше, 
можно использовать схему f(kx) = g(mx), где k 
и m — фиксированные натуральные числа, а f 
или g обозначают синус или косинус. Например, 
cos 15x = cos 6x, cos 15x = sin 4x.
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Можно усложнить задачу и взять уравнения 

вида ( )
0,

( )
f kx
g mx

=  ( )
0,

( )
f kx
g mx

=  ( ) ( ) 0.f kx g mx =

Тренировочные упражнения
17. cos 15x = sin 5x. 
18. sin x sin 5x = cos 4x.

Отбор корней тригонометрического 
уравнения на числовой прямой

Тригонометрическую окружность удобно ис-
пользовать для изображения точек вида α + βn, 
n ∈ Z, где 2π : β — натуральное число. Например, 

множеству чисел ,
4 3

nπ π
+  n ∈ Z, на окружности со-

ответствуют 2 : 6
3
π

π =  точек. С другой стороны, чис-

ла вида 
1

3 ,
4

n+  n ∈ Z, целесообразнее отмечать на ко-

ординатной прямой, так как число 2π не соизмери-
мо с числом 3, и на окружности будет бесконечное 
множество точек. Еще одна причина выбора число-
вой прямой связана с периодами функций, превос-

ходящих 2π. Например, числа 4 ,
4

n
π

+ π  n ∈ Z, будут 

изображаться точкой 
4

,Pπ  но число, например 2 ,
4
π

+ π  

которому также соответствует точка 
4

,Pπ  не входит в 

рассматриваемое множество чисел.

Пример 18.  Решить уравнение 
cos

2 0.
sin

3

x

x
=

Решение. Данное уравнение равносильно системе

cos 0,
2

sin 0
3

x

x

⎧ =⎪⎪
⎨
⎪ ≠⎪⎩

 ⇔ 
2 ,

3 ,
x k
x n

= π + π⎧
⎨ ≠ π⎩

 k, n ∈ Z

Основной период функций, входящих в урав-

нение: cos 4 ,
2
x

T ⎛ ⎞ = π⎜ ⎟⎝ ⎠
 sin 6 .

3
x

T ⎛ ⎞ = π⎜ ⎟⎝ ⎠  Их общий 

наименьший положительный период равен 12π. 
На числовой прямой (рис. 19) рассмотрим проме-

жуток (–π; 11π]. Отметим красными точками числа 
–π, π, 3π, 5π, 7π, 9π, 11π, соответствующие формуле 
x = π + 2πk, n ∈ Z. Крестиками отметим точки 0, 3π, 
6π, 9π, соответствующие формуле x ≠ 3πn, n ∈ Z. Чис-
ла, не отмеченные крестиками, лучше разбить на два 
множества с разностью 6π и записать общий ответ.

Рис. 19

Ответ: π + 6πn, 5π + 6πn, n ∈ Z.

Замечание. Исходя из формул системы 
2 ,

3 ,
x k
x n

= π + π⎧
⎨ ≠ π⎩

 k, n ∈ Z, достаточно было рассмо-

треть на числовой прямой промежуток (–π; 5π]. 

Пример 19.  Определить количество корней 

уравнения 2 sin 3
0

2 cos 1
x
x

π −
=

π +
 на промежутке [–3; 5].

Решение. Уравнение равносильно системе: 

3
sin ,

2
1

cos
2

x

x

⎧
π =⎪⎪

⎨
⎪ π ≠ −⎪⎩

  ⇔ 

1
2

3
2

2 ,
3
2

2
3

x k

x k

x n

⎧⎡ = +⎪⎢
⎪⎢⎪⎢ = +⎨⎢⎣⎪
⎪ ≠ ± +⎪⎩

 ⇔ 

1
2 ,

3
2

2 ,
3

x k

x n

⎧ = +⎪⎪
⎨
⎪ ≠ ± +⎪⎩

  

k, n ∈ Z.

Изобразим полученные значения решений 
(красные точки) и ограничений (крестики) на ко-
ординатной прямой в промежутке [–3; 5]. В от-
вет запишем количество точек решений не со-
впавших с крестиками (рис. 20).

Рис. 20

Ответ: 4.

Методические рекомендации. Для со-
ставления задач, подобных примеру 18, мож-
но воспользоваться шаблоном уравнения вида 

1

2

0,

x
T

m
x

T
n

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎝ ⎠

=
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎝ ⎠

 где T1 и T2 — одна из простейших три-

гонометрических функций, m, n ∈ N.
Задачи по образцу примера 19 легко полу-

чить из готовых примеров. Например, уравне-

ние cos 2 sin 1
0

2 cos 3
x x

x
− −

=
−

 является основой для урав-

нения cos 2 sin 1
0.

2 cos 3
x x

x
π − π −

=
π −

 Формулы решения 

уравнения содержат слагаемое 2π, то есть после-
довательные решения отличаются на две едини-
цы, поэтому для отбора корней достаточно взять 
промежуток, длина которого равна 2.

Тренировочные упражнения
19. Укажите наименьший корень уравнения 

cos 2x + 2 = 3cos x, принадлежащий отрезку 
[–2,5π; –0,5π].
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Функционально-графический способ 
отбора корней уравнения

При решении простейших тригонометриче-
ских неравенств иногда используют графики три-
гонометрических функций. При этом подходе тре-
буется умение схематичного построения графика 
тригонометрической функции и применение фор-
мул корней соответствующих уравнений.

Пример 20.  Решить неравенство: 

а) 
1

sin ;
2

x <   б) 
1

sin .
2

x >

Решение. Схематично изобразим графи-
ки функций y = sin x и y = 0,5 (рис. 21). Для 

уравнения 
1

sin
2

x =  запишем общее решение: 

( 1) ,
6

nx n
π

= − + π  n ∈ Z. Найдем три корня этого 

уравнения, последовательно придавая перемен-

ной n значения –1, 0 и 1: 7
,

6
π

−   
6
π  и 5 .

6
π  Получен-

ные значения являются абсциссами трех после-
довательных точек пересечения построенных 

графиков. Неравенство 
1

sin
2

x <  (график функ-

ции y = sin x расположен ниже прямой y = 0,5) 

выполняется на промежутке 7
; ,

6 6
π π⎛ ⎞−⎜ ⎟⎝ ⎠

 а нера-

венство 
1

sin
2

x >  (график функции y = sin x рас-

положен выше прямой y = 0,5) выполняется на 

промежутке 5
; .

6 6
π π⎛ ⎞

⎜ ⎟⎝ ⎠

Рис. 21

На рисунке 21 штриховкой показаны решения 

неравенства 
1

sin .
2

x >

Добавляя периоды синуса к концам этих ин-
тервалов, получаем окончательное решение.

Ответ: а) 7
2 2 ,

6 6
n x n

π π
− + π < < + π  n ∈ Z; 

б) 5
2 2 ,

6 6
n x n

π π
+ π < < + π  n ∈ Z.

Пример 21.  Решить неравенство: 

а) 
2

cos ;
2

x < −    б) 
2

cos .
2

x > −

Решение. Схематично изобразим графики 

функций y = cos x и 
2

2
y = −  (рис. 22). Для урав-

нения 
2

cos
2

x = −  запишем общее решение: 

3
2 ,

4
x n

π
= ± + π  n ∈ Z. При n = 0 найдем два корня 

этого уравнения: 
3

,
4
π

±  при n = 1 выберем один 

корень 
3 5

2 .
4 4

x
π π

= − + π =  Полученные значения 

являются абсциссами трех последовательных 
точек пересечения построенных графиков. 

Рис. 22

Неравенство 
2

cos
2

x < −  выполняется на про-

межутке 3 5
; ,

4 4
π π⎛ ⎞

⎜ ⎟⎝ ⎠
 а неравенство 

2
cos

2
x > −  вы-

полняется на промежутке 3 3
; .

4 4
π π⎛ ⎞−⎜ ⎟⎝ ⎠

 Добавляя 

период косинуса к концам этих интервалов, по-
лучаем окончательное решение.

Ответ: а) 
3 5

2 2 ,
4 4

n x n
π π

+ π < < + π  n ∈ Z; 

б) 
3 3

2 2 ,
4 4

n x n
π π

− + π < < + π  n ∈ Z.

Пример 22.  Решить уравнение 2 cos 2
0.

2 sin 1
x

x
−

=
−

Решение. Данное уравнение равносильно си-
стеме 

2
cos ,

2
1

sin
2

x

x

⎧
=⎪⎪

⎨
⎪ >⎪⎩

 ⇔ 
2 ,

4
1

sin ,
2

x k

x

π⎧ = ± + π⎪⎪
⎨
⎪ >⎪⎩

 k ∈ Z.

Рис. 23
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Из рисунка 23 видно, что на промежутке

7 5
; ,

6 6
π π⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦

 длина которого 2π, неравенству 

1
sin

2
x >  удовлетворяет одно число .

4
π

 Следова-

тельно, все числа вида 2 ,
4

n
π

+ π  n ∈ Z, удовлетво-

ряют данному уравнению.

Ответ: 2 ,
4

n
π

+ π  n ∈ Z. 

Пример 23.  Решить уравнение 

2 sin 3
0.

tg 1
x
x
−

=
−

Решение. Из условия получаем: 

3
sin ,

2
tg 1

x

x

⎧
=⎪

⎨
⎪ >⎩

 ⇔ 
( 1) ,

3
tg 1,

kx k

x

π⎧ = − + π⎪
⎨
⎪ >⎩

 k ∈ Z.

На промежутке 3
; ,

2 2
π π⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦

 длина которого 2π, 

неравенству tg x > 1 удовлетворяет одно число 
3
π  

(рис. 24). Следовательно, все числа вида 2 ,
3

n
π

+ π  

n ∈ Z, удовлетворяют данному уравнению.

Рис. 24

Ответ: 2 ,
3

n
π

+ π  n ∈ Z.

Методические рекомендации. С помо-
щью графиков удобно иллюстрировать реше-
ния простейших тригонометрических уравне-
ний и неравенств. Поэтому одной из схем со-

ставления заданий являются уравнения вида 

1 2
2

3

0,
n

T T
T
⋅

=  2
1 2 0,nT T⋅ =  1 2

3

0,
loga

T T
T

⋅
=  T1æloga T2 = 0, 

где T1, T2 и T3 — одна из простейших тригономе-
трических функций, n ∈ N, a > 0, a ≠ 1.

Тренировочные упражнения

20. 
22 sin sin

0.
cos
x x

x
−

=
−

21. (6sin2 x – sin x – 1) log2 cos x = 0.

22. 

416 sin 9
0,

cos
6 2 sin 0.

x
x

y x

⎧ −
=⎪

⎨
⎪ + + =⎩

Ответы к тренировочным упражнениям

1. 2 ,
4

n
π

− + π  n ∈ Z.  2. π + 2πn, 
3

2 ,
4

n
π

+ π  n ∈ Z.  

3. 2 ,
3

n
π

+ π  n ∈ Z.  4. πk, 2
2 ,

3
k

π
− + π  k ∈ Z.  5. 5 2 ,

6
n

π
+ π  

1
arcsin 2 ,

3
nπ − + π  n ∈ Z.  6. 5 2 ,

6
k

π
+ π  k ∈ Z.  7. –1, 6, 0, 

2
,

3
π  4 .

3
π   8. 5 .

8
π   9. 2 ,

3
n

π
− + π  n ∈ Z.  10. πn, 2 ,

3
n

π
− + π  

n ∈ Z.  11. 1( 1) ,
6

n n+ π
− + π  n ∈ Z.  12. 2 ,

4
k

π
+ π  k ∈ Z.  

13. 2 ,
3

n
π

± + π  n ∈ Z.  14. 2 ,
3

n
π

− + π  2 ,
2

n
π

− + π  n ∈ Z.  

15. 2πn, 
3

2 ,
4

n
π

      + π  n ∈ Z.  16. –1.  17. ,
40 10

nπ π
−  

,
20 5

nπ π
+  n ∈ Z.   18. ,

10 5
kπ π

+  k ∈ Z.  19. 
7

.
3
π

−  

20. 5
2 ,

6
k

π
+ π  π + 2πn, k, n ∈ Z. 21. 2 ,

6
k

π
+ π  

1
arcsin 2 ,

3
n− + π  2πm, k, n, m ∈ Z.  22. 2 ; 3 ,

3
n

π⎛ ⎞− + π −⎜ ⎟⎝ ⎠
 

n ∈ Z.
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Е. НЕЛИН, В. ЛАЗАРЕВ,
г. Харьков, г. Москва НОВЫЙ 

ДВУХУРОВНЕВЫЙ 
УЧЕБНИК

Это двухуровневый учебник, содержащий материал как базового, 
так и профильного уровней стандарта (номера параграфов, включа-
ющих дополнительный материал для профильного уровня, в содер-
жании напечатаны на синем фоне; этот же дополнительный матери-
ал может использоваться и для организации индивидуальной рабо-
ты учащихся при их обучении на базовом уровне).

Укажем основные отличия предполагаемого учебника от дру-
гих учебников по алгебре и началам математического анализа.

Учебник предоставляет возможность каждому ученику нахо-
дить свое соотношение между научностью изучаемого материала 
и его доступностью. Для этого основной материал для усвоения 
учащимися структурирован в форме справочных таблиц в начале 
параграфа. Эти таблицы содержат теоретический материал и спо-
собы деятельности с ним в форме ориентиров по решению задач. 
Приведем фрагмент такой справочной таблицы из § 29. «Решение 
иррациональных неравенств».

В первую очередь учащиеся должны усвоить материал, который 
содержится в таблицах. Все необходимые пояснения и обоснования 
тоже приведены в учебнике, но каждый ученик может выбирать свой 
собственный уровень ознакомления с ними. (Естественно, что при 
объяснении нового материала целесообразно использовать работу с 
учебником по соответствующим таблицам, рисункам и схемам.)

10 класс

В 2011 г. вышел из печати учебник для 10-го класса учебно-
методического комплекта «Алгебра и начала анализа» (ба-
зовый и профильный уровни) авторов Е.П. Нелина, В.А. Лаза-
рева и сопутствующие ему пособия: «Алгебра, 7–11 классы. 
Определения, свойства, методы решения — в таблицах» и 
«Дидактические материалы».

Учебник включен в Федеральный перечень учебников, допущенных 
к использованию в образовательном процессе на 2011/2012 
учебный год. 
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Решению упражнений предшествует выделе-
ние общих ориентиров по решению таких задач. 
Поэтому важной составляющей работы с предло-
женными пособиями является обсуждение выбо-
ра соответствующих ориентиров и планов реше-
ния задач. Объяснение методов решения пред-
ставлено в виде таблиц. В левой колонке записано 
решение задачи, в правой — комментарий, как 
можно рассуждать при решении такой задачи.

При такой подаче учебного материала коммен-
тарий, в котором объясняется решение, не меша-
ет воспроизведению основной идеи и плана ре-
шения задач определенного вида. Это позволя-
ет ученику, уже усвоившему способ решения, с 
помощью приведенного примера вспомнить, как 
решать задание, а ученику, которому нужна кон-
сультация по решению, — получить детальную 
консультацию, которая содержится в коммента-
рии. Это же позволяет ученику, пропустившему 
урок, где объяснялся соответствующий матери-
ал, самостоятельно освоить его.

Отметим особенности методики обучения ре-
шению уравнений и неравенств, реализованной 
в учебнике. Как и в других учебниках, здесь де-
тально рассматривается решение простейших 
уравнений и неравенств каждого вида. Для бо-
лее сложных уравнений и неравенств предлага-
ется двухуровневая система ориентиров:

1) общие методы (для решения уравнений: 
равносильные преобразования и использова-
ние уравнений-следствий — п. 3.1, использова-
ние свойств функций — п. 3.2; для решения нера-
венств: равносильные преобразования и общий ме-
тод интервалов — § 4), с которыми учащиеся знако-
мятся уже в первом разделе учебника 10-го класса;

2) специальные методы решения конкретных 
видов уравнений и неравенств (например, для 
тригонометрических уравнений — § 20, для по-
казательных — § 32).

Такая структуризация методов позволяет, во-
первых, предложить учащимся определенные 
ориентиры по поиску и реализации планов ре-
шения уравнений и неравенств, а во-вторых, 
многократно повторить и закрепить общие ме-
тоды решения уравнений и неравенств конкрет-
ных видов (например, если ученик по какой-то 
причине не усвоил использование уравнений-
следствий при решении иррациональных урав-
нений в § 26, то ту же самую схему деятельности 
ему предлагают реализовать при решении лога-
рифмических уравнений в § 35).

Особо следует отметить раннее (в § 4 учебника 
10-го класса) введение общего метода интерва-
лов для решения любых неравенств вида f(x) > 0, 
(f(x) < 0, f(x) ≥ 0, f(x) ≤ 0), где f(x) — элементар-
ная функция. Метод обосновывается исходя из 

наглядно-образных представлений учащихся и 
уточняется в учебнике 11-го класса как свойство 
непрерывных функций. Такой подход позволя-
ет уже в 10-м классе выделить общую схему ме-
тода интервалов и использовать ее для решения 
неравенств всех видов (иррациональных, пока-
зательных, логарифмических и тригонометри-
ческих). Отметим также, что раннее введение об-
щего метода интервалов позволяет в тех случаях, 
когда учитель работает на базовом уровне, снять 
проблему типа «нет времени на доказательство 
тео рем о равносильности иррациональных нера-
венств и на их решение», так как эти неравенства 
можно успешно решать общим методом интерва-
лов, умея решать только иррациональные урав-
нения (и это показано в учебнике — см. пример 
выше). Весьма эффективным такой подход ока-
зывается при подготовке учащихся к решению 
заданий С3 ЕГЭ, поскольку они содержат только 
элементарные функции.

Авторы постарались уделить должное внима-
ние и решению задач с параметрами, для кото-
рых в учебниках рассмотрены как аналитиче-
ские, так и графические методы их решения (со-
ответствующие задачи рассматриваются в учеб-
нике в § 7, 23, 30, 37). Приведем фрагмент § 7. 
«Уравнения и неравенства с параметрами».

Учебник в значительной степени нацелен на 
подготовку учащихся к поступлению в вузы. 
В нем много заданий, которые предлагались 
на вступительных экзаменах в различные вузы 
страны и на Едином государственном экзамене 
(ЕГЭ). За счет четкого выделения общих ориен-
тиров работы с практическими заданиями кур-
са удается часть «нестандартных» задач переве-
сти в разряд «стандартных» (например, уравне-
ния, для решения которых приходится приме-
нять свойства функции). Даже если ученик изу-
чает математику на базовом уровне, ему предо-
ставляется возможность познакомиться с мето-
дами и идеями решения заданий вступительных 
экзаменов по математике, а также с методами ре-
шения и оформления заданий второй части (С) 
ЕГЭ по математике.
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Утверждение, известное как принцип Дирихле, 
устанавливает связь между некоторыми объектами 
(предметами, кроликами, голубями и пр.) и контейнерами 
(ящиками, клетками и т.п.).  Наиболее распространена 
следующая формулировка этого принципа:

Если кролики рассажены в клетки, причём число 
кроликов больше числа клеток, то хотя бы в одной из 
клеток находится более одного кролика.

Если число клеток больше, чем число кроликов, то 
как минимум одна клетка пуста.

Решение задачи с помощью принципа Дирихле сводится 
к выбору «кроликов» и «клеток». Иногда не совсем 
очевидно, кто в данной задаче является «кроликом», а что 
служит «клеткой».

Сформулировал принцип в 1834 году немецкий 
математик Дирихле, внёсший существенный вклад в 
математический анализ, теорию функций и теорию чисел, 
член  многих академий наук, в том числе Петербургской. 
Правда, немцы называют этот принцип   Schubfachprinzip, 
«принцип ящиков», а в английском и некоторых других 
языках он же известен как «принцип голубей и ящиков» 
(англ. Pigeonhole principle), здесь  объектами являются 
голуби, а контейнерами — ящики.

По материалам Википедии


