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Фото Л.Г. Егоровой

ЕЩЕ НЕМНОГО, 
ЕЩЕ ЧУТЬ-ЧУТЬ

Л. РОСЛОВА 

    Все рано или поздно заканчивает-
ся. Вот и подходит к концу учебный год: май – последний 
учебный месяц. Но можно еще успеть доделать, дорешать, 
додумать. Сделать последнее усилие. Так приятно осозна-
вать, что еще чуть-чуть — и напряжение уйдет, финишная 
черта будет достигнута. Можно будет отдохнуть. Вот при-
дут каникулы…

Возможно, для кого-то такие усилия станут решающи-
ми. Самое время тем выпускникам, кому математику нуж-
но сдавать в вуз и получать как можно больше баллов, 
выйти на новый уровень — научиться решать самые слож-
ные задачи, освоить новые методы решения. Пожелаем им 
успехов и поможем сделать этот финишный рывок. Тем бо-
лее что впереди у них не только экзамены и принятие от-
ветственного решения, определяющего многое в жизни, – 
куда пойти учиться, куда отнести заветный сертификат (ко-
торый еще надо получить!), но и последний звонок, и под-
готовка к выпускному вечеру, ведь проститься со школой 
надо так, чтобы это запомнилось на всю жизнь. Голова кру-
гом! И у учителя еще есть возможность нанести на эту, уже 
оконченную, по сути, картину последний штрих, заверша-
ющий мазок. И – с богом!

Ну, а у кого-то все это еще далеко впереди, и в непо-
средственной видимости маячит лето с очередными ка-
никулами. И тут тоже еще можно успеть подготовить для 
наших каникуляров подходящие задания: чтобы не рас-
слаблялись, чтобы математику не забывали, навыки не 
теряли. И не испортят такие задания каникул, если вы-
полнять их не из-под палки, а добровольно, с желанием. 
Осознанный выбор от человека требуется всегда. Давай-
те учить и этому.

Но как широки и размашисты наши каникулы! Нигде в 
мире ученики так массированно не отдыхают. Может, это 
одна из причин переутомления, о котором столько гово-
рится в последнее время? Просто притча во языцех рос-
сийского образования. Может, равномернее надо? Воз-
можно, причина тому в нашем климате? Но и он, говорят, 
меняется… 
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В. БАРДУШКИН, 
А. БЕЛОВ, 

А. ПРОКОФЬЕВ, 
Т. ФАДЕИЧЕВА,

Москва

Школьный курс математики предполагает обучение учащихся раз-
личным методам решения задач на композицию функций, 
функциональные уравнения и неравенства. Однако, пожа-
луй, впервые в явном виде учащиеся общеобразователь-
ных классов сталкиваются с понятием композиция функций 
в теме «Производная и ее применение» при выводе форму-
лы производной сложной функции. Использование же это-
го понятия даже в достаточно простых задачах из других 
тем школьного курса вызывает у них большие трудности. 
Поэтому обращение авторов к данной теме является акту-
альным.

Наш опыт показывает, что и в ЕГЭ, и на олимпиадах разного уровня 
довольно часто встречаются задания на композицию функ-
ций, функциональные уравнения и неравенства, которые не-
обходимо решать нетрадиционными способами, но в школь-
ных учебниках не уделяется должного внимания методам их 
решения. Кроме того, при решении этих задач не подходит 
ни один стандартный (известный) алгоритм и учащимся при-
ходится применять более широкий спектр теоретических 
знаний, проявлять сообразительность и умение рассуждать. 
Можно добавить, что они просто интересны, а решения не-
которых из них необыкновенно красивы. Заметим, что такие 
задачи не выходят за рамки школьной программы, посколь-
ку могут быть решены школьными методами. Поэтому изуче-
ние школьниками данной тематики улучшает закрепление 
пройденного материала, способствует развитию интереса к 
предмету, позволяет отработать различные способы реше-
ния задач при подготовке к ЕГЭ, олимпиадам разного уровня 
и вступительным испытаниям в вузы (в которых эти испыта-
ния сохранились).

КОМПОЗИЦИЯ 
ФУНКЦИЙ И 
ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ 
УРАВНЕНИЯ

Для начала напомним определение. Пусть заданы две функ-
ции y = f(x) и x = g(t), причем область определения функции 
f содержит множество значений функции g. Тогда каждому 
числу t из области определения функции g соответствует зна-
чение x = g(t), принадлежащее области определения функ-
ции f, а ему, в свою очередь, соответствует число y = f(x). Та-
ким образом, каждому числу t из области определения функ-
ции g ставится в соответствие единственное число y из множе-
ства значений функции f, а это означает, что на области опре-
деления функции g задана функция, которую называют слож-
ной функцией или композицией функций. При этом пишут 
y = f(g(x)).
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Пример 1.  Представьте функцию
 32 3y x= +  как композицию других элементар-
ных функций.

Решение. Заметим, что задача имеет бесконеч-
но много решений. Приведем лишь одно из них. 
Рассмотрим функции 

g(x) = 2x3 + 3 и ( ) .f x x=  
Тогда 

( )32 3 ( ) .y x f g x= + =

Пример 2.  Дана функция y = x2. Найдите:

 а) y(–x);       б) y(x – 1);        в) 
1

.y
x

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎝ ⎠

Решение. а) Функция y(–x) представляет со-
бой композицию функций 

y(x) = x2 и g(x) = –x. 
Тогда 

y(–x) = y(g(x)) = (g(x))2 = (–x)2 = x2.
б) Функция y(x – 1) представляет собой компо-

зицию функций 
y(x) = x2 и g(x) = x – 1. 

Тогда 
y(x – 1) = y(g(x)) = (g(x))2 = (x – 1)2 = x2– 2x + 1.

в) Функция 
1

y
x

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎝ ⎠  представляет собой компо-

зицию функций 

y(x) = x2 и 
1

( ) .g x
x

=  
Тогда 

( ) ( )
2

2

2

1 1 1
( ) ( ) .y y g x g x

x x x
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Ответ: а) y(–x) = x2; б) y(x – 1) = x2 – 2x + 1; 

в) 2

1 1
.y

x x
⎛ ⎞ =⎜ ⎟⎝ ⎠

Пример 3.  (Открытый банк заданий ЕГЭ-

2010.) Найдите (2 )
,

(2 )
g x
g x

−
+

 если 3( ) ( 4)g x x x= −  

при | x | ≠ 2.
Решение. Функция g(x) определена при x ∈ R, 

g(2 – x) — композиция функций g(x) и f(x) = 2 – x, 
а g(2 + x) — композиция g(x) и h(x) = 2 + x. Тог-
да

( ) ( )3(2 ) ( ) (2 ) (2 ) 4g x g f x x x− = = − − − =

3 3(2 )( 2 ) ( 2)(2 ),x x x x= − − − = − +

( ) ( ) 33(2 ) ( ) (2 ) (2 ) 4 (2 )( 2).g x g h x x x x x+ = = + + − = + −

Отсюда получаем, что выражение 
(2 )
(2 )

g x
g x

−
+  имеет 

смысл при всех | x | ≠ 2 и 
3

(2 ) ( 2)(2 )
1.

(2 ) (2 )( 2)
g x x x
g x x x

− − +
= =

+ + −
Ответ: 1.

Пример 4.  Для функции f(x) = 2x – 3 найди-
те: f(f(x)); f(f(f(x))).

Решение. Функция f(f(x)) представляет компо-
зицию «самой себя». Тогда 

f(f(x)) = 2(2x – 3) – 3 = 4x – 9.
Функция f(f(f(x))) представляет композицию 

функций 
f(x) = 2x – 3 и g(x) = f(f(x)). 

Тогда 
f(f(f(x))) = f(g(x)) = 2g(x) – 3 =

= 2(4x – 9) – 3 = 8x – 21.
Ответ: f(f(x)) = 4x – 9; f(f(f(x))) = 8x – 21.

Пример 5.  Дана функция f(x) = –x2 + 4x – 3. 
Решите уравнение 

f(2x + 3) = 4f(x – 2).
Решение. Опуская некоторые очевидные рас-

суждения и выкладки, получим для всех дей-
ствительных x:

f(2x + 3) = –(2x + 3)2 + 4(2x + 3) – 3 = –4x2 – 4x,
f(x – 2) = –(x – 2)2 + 4(x – 2) – 3 = –x2 + 8x – 15.
Уравнение f(2x + 3) = 4f(x – 2) примет вид:

–4x2 – 4x = –4x2 + 32x – 60 ⇔ 36x = 60 ⇔ 
5

.
3

x =

Ответ:  5 .
3

Пример 6.  Дана функция ( ) .
1

x
f x

x
=

+
 

Решите неравенство 2f(x + 3) < f(3x + 5).

Решение. 3 3
( 3) ,

( 3) 1 4
x x

f x
x x

+ +
+ = =

+ + +
 

3 5 3 5
(3 5) .

(3 5) 1 3 6
x x

f x
x x

+ +
+ = =

+ + +
 

Тогда неравенство 2f(x + 3) < f(3x + 5) примет 
вид:

2 6 3 5
4 3 6

x x
x x

+ +
<

+ +
 ⇔ 2 6 3 5

0
4 3 6

x x
x x

+ +
− <

+ +
 ⇔ 

⇔ 
23 13 16

0.
3( 4)( 2)

x x
x x

+ +
<

+ +

Поскольку 3x2 + 13x + 16 > 0 для всех действи-
тельных x, то последнее неравенство выполняет-
ся при x ∈ (–4; –2).

Ответ: (–4; –2).

Пример 7.  (МИЭТ, 2004 г., № 9 из 11.) Най-

дите значение f(f(1)), если 
2 1, 2,

( )
5, 2.

x x
f x

x x
+ < −⎧

= ⎨− − ≥ −⎩

Решение. Найдем вначале f(1). Так как 1 ≥ –2, 
то f(1) = –1 – 5 = –6. Значит, f(f(1)) = f(–6). Так 
как –6 < –2, то 

f(–6) = 2æ(–6) + 1 = –11.
Итак, f(f(1)) = –11.
Ответ: –11.
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Пример 8.  (МИЭТ, 2002 г., № 9 из 11.) 

Пусть 
2

2

14 33
( ) ,

9
x x

f x
x

− +
=

−
 ( ) .g x x=  Решите нера-

венство f(g(x – 9)) ≥ f(4).

Решение. Поскольку ( 9) 9,g x x− = − то

( ) ( ) ( )
( )

2

2

9 14 9 33
( 9) 9 .

9 9

x x
f g x f x

x

− − − +
− = − =

− −
Так как f(4) = 1, то неравенство f(g(x – 9)) ≥ f(4) 

примет вид:

( )
( )

2

2

9 14 9 33
1.

9 9

x x

x

− − − +
≥

− −

Пусть 9 ,x t− =  тогда t ≥ 0 и имеем систему:

2

2

14 33
1,

9
0

t t
t

t

⎧ − +
≥⎪

−⎨
⎪ ≥⎩

 ⇔ 

2

2

7 12
0,

9
0

t t
t

t

⎧ − +
≤⎪

−⎨
⎪ ≥⎩

 ⇔

⇔ 
4

0,
3
0, 3

t
t
t t

−⎧ ≤⎪
+⎨

⎪ ≥ ≠⎩
 ⇔ 

0 3
3 4.

t
t

≤ <⎡
⎢ < ≤⎣

Возвращаясь к переменной x, получим:
0 9 3

3 9 4

x

x

⎡ ≤ − <
⎢

< − ≤⎢⎣
 ⇔ 

0 9 9
9 9 16

x
x

≤ − <⎡
⎢ < − ≤⎣

 ⇔ 
9 18
18 25.

x
x

≤ <⎡
⎢ < ≤⎣

Ответ: [9; 18) c (18; 25].

Пример 9.  (Московская межвузовская 

олимпиада, 2009 г., № 5.) Пусть ( ) 2.
3
x

f x = +  Найди-

те значение функции (( ) )
 раз2009

... ( ) ...f f f x�����
 в точке x = 4.

Решение. Установим вид функции 

(( ) )
 раз

... ( ) ...
n

f f f x�����  

для первых трех натуральных значений n.
При n = 1: 

( ) 2 .
3
x

f x = +

При n = 2: 

( ) 2

2 23( ) 2 2 .
3 3 3

x
x

f f x
+

= + = + +

При n = 3: 

( )( ) 2

2 3

2
2 2 23 3( ) 2 2 .

3 3 3 3

x
x

f f f x
+ +

= + = + + +

Возникает предположение, что 

(( ) )
 раз

2 1

2 2 2
... ( ) ... 2 ... .

3 3 3 3n n

n

x
f f f x −

⎛ ⎞= + + + + +⎜ ⎟⎝ ⎠�����  

Докажем это утверждение методом математи-
ческой индукции.

При n = 1, согласно условию задачи, ( ) 2 .
3
x

f x = +

 Утверждение истинно.

Пусть при n = k утверждение истинно и функ-
ция (( ) )

 раз

... ( ) ...
n

f f f x�����
 имеет вид:

(( ) )
 раз

2 1

2 2 2
... ( ) ... 2 ... .

3 3 3 3k k

k

x
f f f x −

⎛ ⎞= + + + + +⎜ ⎟⎝ ⎠�����

Докажем, что при n = k + 1 функция 

(( ) )
 раз

... ( ) ...
n

f f f x�����
 имеет вид:

((
( )

) )
 раз

2 1

1

2 2 2
... ( ) ... 2 ... .

3 3 3 3k k

k

x
f f f x +

+

⎛ ⎞= + + + + +⎜ ⎟⎝ ⎠�����

Действительно,

((
( )

) ) (( ) )
 раз раз1

... ( ) ... ... ( ) ...
kk

f f f x f f f f x
+

⎛ ⎞
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟⎝ ⎠����� �����

2 1

2 2 2
2 ...

3 3 3 32
3

k k

x
−

⎛ ⎞+ + + + +⎜ ⎟⎝ ⎠
= + =

2 3 1

2 2 2 2
2 ...

3 3 3 3 3k k

x
+

⎛ ⎞= + + + + + + =⎜ ⎟⎝ ⎠

2 1

2 2 2
2 ... .

3 3 3 3k k

x
+

⎛ ⎞= + + + + +⎜ ⎟⎝ ⎠

Что и требовалось доказать.
Итак, 

(( ) )
 раз

2 1

2 2 2
... ( ) ... 2 ...

3 3 3 3n n

n

x
f f f x −

⎛ ⎞= + + + + +⎜ ⎟⎝ ⎠�����  

при всех натуральных n. Следовательно, при 
n = 2009:

(( ) )
 раз

2 2008 2009

2009

2 2 2
... ( ) ... 2 ... .

3 3 3 3
x

f f f x ⎛ ⎞= + + + + +⎜ ⎟⎝ ⎠�����

В последнем соотношении выражение, заклю-
ченное в скобки, представляет собой сумму пер-
вых 2009 членов геометрической прогрессии со 

знаменателем 1
3

q =  и первым членом, равным 2. 

Тогда

(( ) )
 раз

2009

2009

2009

1
1

3... ( ) ... 2 ,
1 31
3

x
f f f x

−
= ⋅ +

−�����

или
(( ) )

 раз

2009

2009

3
... ( ) ... 3 .

3
x

f f f x
−

= +
�����

Подставляя в последнее соотношение x = 4, 
получим ответ: 

(( ) )
 раз

2009

2009

1
... ( ) ... 3 .

3
f f f x = +
�����

Ответ: 3 + 3–2009.

Пример 10.  (МИЭТ, 2002 г., № 10 из 11.) По-
стройте график функции y = 3| f(f(x)) | + 1, где 

2
( ) .

1
x

f x
x

+
=

−
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Рис. 1

Решение. Выполним (по определению компо-
зиции функций) формальные преобразования:

( )
2

2( ) 2 1( ) .
2( ) 1 1
1

x
f x xf f x x

xf x
x

+ ++ −= = =+− −
−

Найдем область определения функции f(f(x)):

1,
( ) 1

x
f x

≠⎧
⎨ ≠⎩

 ⇔ 
1,
2

1
1

x
x
x

≠⎧
⎪

+⎨ ≠⎪ −⎩
 ⇔ x ≠ 1.

Таким образом, функция y = 3æ| f(f(x)) | + 1 мо-
жет быть представлена в виде:

| 3 | 1,
1

y x
x

= +⎧
⎨ ≠⎩

 ⇔ 
1 3 , 0,
3 1, 0, 1.

x x
y

x x x
− <⎧

= ⎨ + ≥ ≠⎩

График функции y = 3æ| f(f(x)) | + 1 изображен 
на рисунке 1.

Пример 11.  (МИЭТ, 1999 г., № 7 из 11.) Изо-
бразите на плоскости Oxy множество точек, ко-
ординаты которых удовлетворяют условию

 
4

| | ,
( )

y f
f x

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎝ ⎠  

где f(x) = 1 – | x |.

Решение. Преобразуем уравнение, задающее 
на плоскости Oxy искомое множество точек:

4
| |

( )
y f

f x
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎝ ⎠
 ⇔ 

4
| |

1 | |
y f

x

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

 ⇔ 

⇔ 
4

| | 1
1 | |

y
x

= −
−

 ⇔ 4
| | 1 .

| | 1
y

x
= −

−

Множество точек на плоскости Oxy, удовлет-

воряющих уравнению 4
| | 1 ,

| | 1
y

x
= −

−
 очевидно, 

симметрично относительно координатных 
осей. Поэтому можно изобразить точки это-
го множества в первой координатной четвер-
ти, а затем окончательно достроить его, после-
довательно симметрично отразив относительно 
осей Ox и Oy. Итак, при x ≥ 0 и y ≥ 0 уравнение 

4
| | 1

| | 1
y

x
= −

−
 примет вид 

4
1 .

| 1 |
y

x
= −

−
 Тогда, 

раскрывая по определению модуль, получим:

0, 0,
4

1
| 1 |

x y

y
x

≥ ≥⎧
⎪
⎨ = −⎪ −⎩

 

⇔

 

0 1, 0,
4

1
1

1, 0,
4

1 .
1

x y

y
x

x y

y
x

≤ < ≥⎡⎧
⎪⎢⎨⎢ = +⎪⎢ −⎩

⎢ ≥ ≥⎧⎢⎪⎢⎨ = −⎢⎪ −⎩⎣

Поскольку при 0 ≤ x < 1 значения 4
1

1
y

x
= +

−
 

отрицательны, то в первой координатной четвер-
ти нет точек, удовлетворяющих системе

0 1, 0,
4

1 .
1

x y

y
x

≤ < ≥⎧
⎪
⎨ = +⎪ −⎩

Множество точек на координатной плоскости, 
удовлетворяющих системе

1, 0,
4

1 ,
1

x y

y
x

≥ ≥⎧
⎪
⎨ = −⎪ −⎩

изображено на рисунке 2. 

Рис. 2

Окончательно, графическое изображе-
ние множества точек на плоскости Oxy, ко-
ординаты которых удовлетворяют условию 

4
| | 1 ,

| | 1
y

x
= −

−
 показано на рисунке 3.

Рис. 3

Пример 12.  (МИЭТ, 1998 г., № 10 из 11.) По-
стройте график функции y = f(f(x)), где 

если 

 если 

2, 1,
( )

5 2 , 1.
x x

f x
x x

+ ≤⎧
= ⎨ − >⎩

Решение. По определению композиции функ-
ций:

( )
( ) 2,

( )
5 2 ( ).
f x

f f x
f x
+⎧

= ⎨ −⎩
Формально возможны следующие четыре слу-

чая:

( )

( 2) 2,
(5 2 ) 2,

( )
5 2( 2),
5 2(5 2 )

x
x

f f x
x

x

+ +⎧
⎪ − +⎪= ⎨ − +⎪
⎪ − −⎩

 ⇔ ( )

4,
7 2 ,

( )
1 2 ,
4 5.

x
x

f f x
x

x

+⎧
⎪ −⎪= ⎨ −⎪
⎪ −⎩

Найдем значения переменной x, при которых 
выполняется каждый из этих четырех случаев.
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Первый случай выполняется, когда: 
1,
2 1

x
x

≤⎧
⎨ + ≤⎩

 ⇔ 
1,

1
x
x

≤⎧
⎨ ≤ −⎩

 ⇔ x ≤ –1.

Второй случай выполняется, когда: 
1,

5 2 1
x

x
>⎧

⎨ − ≤⎩
 ⇔ 

1,
2

x
x

>⎧
⎨ ≥⎩

 ⇔ x ≥ 2.

Третий случай выполняется, когда: 
1,
2 1

x
x

≤⎧
⎨ + >⎩

 ⇔ 
1,

1
x
x

≤⎧
⎨ > −⎩

 ⇔ –1 < x ≤ 1.

Четвертый случай выполняется, когда: 
1,

5 2 1
x

x
>⎧

⎨ − >⎩
 ⇔ 

1,
2

x
x

>⎧
⎨ <⎩

 ⇔ 1 < x < 2. 

Таким образом,

( )

4, 1,
1 2 , 1 1,

( )
4 5, 1 2,
7 2 , 2.

x x
x x

f f x
x x

x x

+ ≤ −⎧
⎪ − − < ≤⎪= ⎨ − < <⎪
⎪ − ≥⎩

График функции y = f(f(x)) изображен на ри-
сунке 4.

Рис. 4

Пример 13.  (МИЭТ, 2003 г., № 10 из 11.) 
Функция f(x) для каждого x равна наименьшему 
значению многочлена g(t) = t2 – 6t + 8 на отрезке 
[x + 1; x + 2]. Постройте график функции f(x).

Решение. Приведем функцию g(t) к виду:
g(t) = (t – 3)2 – 1.

Графиком функции g(t) является парабола, 
ветви которой направлены вверх, с вершиной 
в точке (3; –1). Значит, наименьшее значение 
функции g(t) на отрезке [x + 1; x + 2] будет рав-
но –1, если 3 ∈ [x + 1; x + 2], то есть записав си-
стему неравенств

3 1,
3 2,

x
x

≥ +⎧
⎨ ≤ +⎩

получим x ∈ [1; 2].
Если 3 ∉ [x + 1; x + 2], то наименьшее значение 

функции g(t) достигается на левом конце отрезка 
[x + 1; x + 2] (в случае 3 < x + 1) или на правом 
конце отрезка [x + 1; x + 2] (в случае 3 > x + 2).

Следовательно, если x > 2, то наименьшее зна-
чение функции g(t) на отрезке [x + 1; x + 2] бу-
дет равно 

g(x + 1) = (x + 1 – 3)2 – 1 = (x – 2)2 –  1.
Если же x < 1, то наименьшее значение функ-

ции g(t) на отрезке [x + 1; x + 2] будет равно 
g(x + 2) = (x + 2 – 3)2 – 1 = (x – 1)2 – 1.

Окончательно получим:
2

2

( 1) 1, 1,
( ) 1, 1 2,

( 2) 1, 2.

x x
f x x

x x

⎧ − − <
⎪

= − ≤ ≤⎨
⎪ − − >⎩

График функции f(x) изображен на рисунке 5.

Рис. 5

Далее рассмотрим тип задач, в которых надо 
найти функцию, если задано некоторое уравне-
ние, в котором в качестве неизвестной выступает 
сама функция. Такие уравнения называют функ-
циональными уравнениями. В дальнейшем бу-
дем рассматривать функциональные уравнения, 
в которых искомые функции связаны с извест-
ными функциями одной переменной с помощью 
операции образования сложной функции. От-
метим также, что функциональные уравнения 
можно рассматривать как выражение свойства, 
характеризующего тот или иной класс функций. 
Например, f(x) = f(–x) — уравнение четности, 
f(x + T) = f(x) — уравнение периодичности и т.д.

Рассмотрим сначала задачи, в которых тре-
буется найти значения функции, не заданной 
явно, но обладающей свойствами четности (не-
четности), периодичности, или когда из данного 
функционального уравнения надо вывести (до-
казать) указанные свойства.

Пример 14.  (МИЭТ, 2004 г., № 8 из 11.) Функ-
ция f(x) нечетная и периодическая с периодом 
T = 10. Найдите значение f(2004), если f(–4) = 1,5.

Решение. Воспользуемся вначале условием 
периодичности функции f(x). Тогда

f(2004) = f(4 + 10æ200) = f(4).
Поскольку функция f(x) нечетная, то f(–x) = 

= –f(x), следовательно,
f(4) = –f(–4) = –1,5.

Ответ: –1,5.

Пример 15.  (МИЭТ, 2005 г., № 10 из 11.) Из-
вестно, что f(x) нечетная периодическая функ-
ция с периодом 4 и f(x) = x4 – 2x3 при x ∈ [0; 2]. 
Вычислите сумму f(1) + f(2) + … + f(150).

Решение. f(0) = 0, 
f(1) = 14 – 2æ13 = –1, f(2) = 24 – 2æ23 = 0. 

Поскольку f(x) нечетная функция, то f(–x) = 
= –f(x), следовательно, f(–1) = –f(1) = 1. Так как 
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f(x) — периодическая с периодом 4, то
f(3) = f(3 – 4) = f(–1) = 1,
f(4) = f(4 – 4) = f(0) = 0,
f(5) = f(5 – 4) = f(1) = –1,
f(6) = f(6 – 4) = f(2) = 0,

. . . . . . . . . . 
f(147) = f(–1 + 4æ37) = f(–1) = 1,
f(148) = f(0 + 4æ37) = f(0) = 0,
f(149) = f(1 + 4æ37) = f(1) = –1,
f(150) = f(2 + 4æ37) = f(2) = 0.

Таким образом, получаем, что искомая сумма 
равна

f(1) + f(2) + (f(3) + f(4) + f(5) +
+ f(6)) + … + (f(147) + f(148) + f(149) + f(150)) =

= –1 + 0 + (1 + 0 – 1 + 0) + … + (1 + 0 – 1 + 0) = –1.
Ответ: –1.

Пример 16.  Известно, что f(x + 3) = 2f(x) – 5 
при всех x. Выразите f(x + 6) и f(x + 9) через f(x).

Решение. Пусть x + 3 = t + 6, тогда x = t + 3, 
и исходное функциональное уравнение примет 
вид: 

f(t + 6) = 2f(t + 3) – 5. 
В последнем уравнении вместо переменной (бук-
вы) t может выступать любая другая буква. Поэ-
тому, заменив t на x, получим: 

f(x + 6) = 2f(x + 3) – 5. 
Теперь подставим f(x + 3) = 2f(x) – 5 в правую 
часть получившегося соотношения, тогда
f(x + 6) = 2æ(2f(x) – 5) – 5 ⇔ f(x + 6) = 4f(x) – 15.

В исходном функциональном уравнении f(x + 3) =
= 2f(x) – 5 совершим теперь замену x + 3 = t + 9. 
Тогда x = t + 6, и данное соотношение примет вид 
f(t + 9) = 2f(t + 6) – 5. В этом уравнении вместо 
переменной t тоже может выступать любая дру-
гая буква. Поэтому, заменив t на x, получим: 
f(x + 9) = 2f(x + 6) – 5. Подставим уже найденное 
выражение f(x + 6) = 4f(x) – 15 в правую часть 
последнего соотношения для f(x + 9), тогда
f(x + 9) = 2æ(4f(x) – 15) – 5 ⇔ f(x + 9) = 8f(x) – 35.

Ответ: f(x + 6) = 4f(x) – 15; 
f(x + 9) = 8f(x) – 35.

Пример 17.   (МИЭТ, 1994 г., № 6 из 11.) Из-
вестно, что равенство f(x + 2) = –f(x) имеет место 
для всех действительных x. Докажите, что функ-
ция f(x) является периодической с периодом 4.

Решение. Пусть t = x + 2, тогда x = t – 2, и соот-
ношение f(x + 2) = –f(x) примет вид f(t) = –f(t – 2). 
В последнем уравнении вместо переменной (бук-
вы) t может выступать любая другая буква. По-
этому, заменив t на x, получим: f(x) = –f(x – 2). 
Подставим последнее выражение для f(x) в ис-
ходное уравнение и выполним преобразова-
ния:

f(x + 2) = –(–f(x – 2)) ⇔ f(x + 2) = f(x – 2).

Пусть u = x – 2, тогда x + 2 = u + 4, и соотноше-
ние f(x + 2) = f(x – 2) примет вид:

f(u + 4) = f(u) ⇔ переобозначение: u ↔ x ⇔ 
⇔ f(x + 4) = f(x).

Это означает, что функция f(x) является пери-
одической с периодом 4.

Пример 18.  (МИЭТ, 1999 г., № 9 из 11.) 
Функция f(x), определенная при всех значе-
ниях x и не равная 1 ни при каком значении x, 

удовлетворяет условию 
1 ( )

( 2) .
1 ( )

f x
f x

f x
+

+ =
−

 Найдите 

f(2000), если f(2) = 3.
Решение. Докажем, что функция f(x) является 

периодической, и найдем ее период. Пусть   t = x + 2, 

тогда x = t – 2, и соотношение 
1 ( )

( 2)
1 ( )

f x
f x

f x
+

+ =
−

 

примет вид 
1 ( 2)

( ) .
1 ( 2)

f t
f t

f t
+ −

=
− −  

В этом уравнении  вместо переменной (буквы) t 
может выступать любая другая буква. Поэтому, 
заменив t на x, получим: 

1 ( 2)
( ) .

1 ( 2)
f x

f x
f x

+ −
=

− −
 

Подставим последнее выражение для f(x) в исхо-
дное соотношение и выполним преобразования:

1 ( 2)
1

1 ( 2)( 2)
1 ( 2)

1
1 ( 2)

f x
f xf x
f x
f x

+ −+
− −+ = + −−
− −

 ⇔ 1
( 2) .

( 2)
f x

f x
+ = −

−

Пусть u = x – 2, тогда x + 2 = u + 4, и соотноше-

ние 1
( 2)

( 2)
f x

f x
+ = −

−
 примет вид:

1
( 4)

( )
f u

f u
+ = −  ⇔ переобозначание: u ↔ x ⇔ 

⇔ 1
( 4) .

( )
f x

f x
+ = −

Пусть v = x + 4, тогда x = v – 4, и соотношение 
1

( 4)
( )

f x
f x

+ = −  примет вид:

1
( )

( 4)
f v

f v
= −

−
 ⇔ переобозначение: v ↔ x ⇔ 

⇔ 1
( ) .

( 4)
f x

f x
= −

−
Подставим последнее выражение для f(x) в 

уравнение 
1

( 4)
( )

f x
f x

+ = −  и выполним преобра-

зования:
1

( 4)
1

( 4)

f x

f x

+ = −
−

−

 ⇔ f(x + 4) = f(x – 4).

Пусть w = x – 4, тогда x + 4 = w + 8, и уравне-
ние f(x + 4) = f(x – 4) примет вид:

f(w + 8) = f(w) ⇔ переобозначание: w ↔ x ⇔ 
⇔ f(x + 8) = f(x).
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Таким образом, функция f(x) является периоди-
ческой с периодом 8. Отсюда следует, что значение 
функции f(x) при x = 2000 будет равно значению 
f(x) при x = 8, так как 2000 = 8æ249 + 8. Найдем:

1 (2) 1 3 4
(4) (2 2) ;

1 (2) 1 3 2
f

f f
f

+ +
= + = = =

− − −

1 (4) 1 2 1
(6) (4 2) ;

1 (4) 1 2 3
f

f f
f

+ −
= + = = = −

− +
1 2

11 (6) 13 3(8) (6 2) .
1 41 (6) 21
3 3

f
f f

f

−+
= + = = = =

− +

Следовательно, f(2000) = f(8) = 0,5.
Ответ: 0,5.

Пример 19.  (МИЭТ, 2005 г., № 8 из 11.) Функ-
ция f(x) для всех x удовлетворяет равенству 
f(x + 3) = x + 5 – f(x), а при x ∈ [0; 3) задается 
формулой f(x) = 1 + 6,5x – x2. Найдите f(100).

Решение. В функциональном уравнении f(x + 3) =
= x + 5 – f(x) сделаем замену t = x + 3, тогда 
x = t – 3, и соотношение f(x + 3) = x + 5 – f(x) при-
мет вид:
f(t) = t + 2 – f(t – 3) ⇔ переобозначение: t ↔ x ⇔ 

⇔ f(x) = x + 2 – f(x – 3).
Подставим последнее выражение для f(x) в 

уравнение f(x + 3) = x + 5 – f(x) и выполним пре-
образования:

f(x + 3) = x + 5 – (x + 2 – f(x – 3)) ⇔ 
⇔ f(x + 3) = 3 + f(x – 3).

Пусть w = x – 3, тогда x + 3 = w + 6, и уравне-
ние f(x + 3) = 3 + f(x – 3) примет вид:
f(w + 6) = 3 + f(w) ⇔ переобозначение: w ↔ x ⇔ 

⇔ f(x + 6) = 3 + f(x).
Значит, функция f(x) является «почти пери-

одической» с периодом 6. Причем при любом x 
значение функции f в точке x + 6 увеличивается 
на 3 по сравнению с ее значением в точке x. По-
скольку 100 = 6æ16 + 4, то

f(100) = 3æ16 + f(4) ⇔ f(100) = 48 + f(4).
Осталось вычислить f(4). Для этого воспользу-

емся соотношением f(x + 3) = x + 5 – f(x). При 
x = 1 получим:

f(4) = 1 + 5 – f(1) ⇔ f(4) = 6 – f(1).
Найдем теперь f(1). Поскольку 1 ∈ [0; 3), 

то функция f(x) при x = 1 задается формулой 
f(x) = 1 + 6,5x – x2. Тогда f(1) = 1 + 6,5æ1 – 12 = 6,5.

Таким образом,
f(100) = 48 + f(4) ⇔ f(100) = 48 + 6 – f(1) ⇔ 

⇔ f(100) = 54 – 6,5 ⇔ f(100) = 47,5.
Ответ: 47,5.

Функция f(x) называется решением данного 
функционального уравнения, если при подста-
новке ее в уравнение последнее превращается в 
тождество при всех значениях аргумента в об-

ласти ее определения. Решить функциональное 
уравнение — означает установить, имеет ли оно 
решения, и найти их, если таковые имеются.

Пример 20.  (LXVIV Московская матема-
тическая олимпиада, окружной тур, 11 класс, 
2006 г., № 3.) Найдите все такие функции f(x), что 

f(2x + 1) = 4x2 + 14x + 7.

Решение. Пусть t = 2x + 1, тогда 
1

.
2

t
x

−
=  Со-

вершив замену переменной в уравнении f(2x + 1) =
= 4x2 + 14x + 7, получим:

21 1
( ) 4 14 7

2 2
t t

f t
− −⎛ ⎞= ⋅ + ⋅ +⎜ ⎟⎝ ⎠

 ⇔

⇔ f(t) = t2 – 2t + 1 + 7t – 7 + 7 ⇔ f(t) = t2 + 5t + 1.
В последнем соотношении для функции f(t) 

вместо переменной (буквы) t может выступать 
любая другая переменная (буква). Поэтому, заме-
нив букву t на букву x, получим: f(x) = x2 + 5x + 1.

Ответ: f(x) = x2 + 5x + 1.

Пример 21.  (МИЭТ, 1995 г., № 11 из 11.) 
Найдите f(x), если для всех x ≠ 0 имеет место 

соотношение 
1

( 1) ( ) 2 3.x f x f x
x

⎛ ⎞+ ⋅ + = +⎜ ⎟⎝ ⎠
Решение. Предположим, что функция f(x), 

удовлетворяющая функциональному уравнению 
1

( 1) ( ) 2 3,x f x f x
x

⎛ ⎞+ ⋅ + = +⎜ ⎟⎝ ⎠
 существует. Тогда можно 

выполнить описанные ниже преобразования.

Пусть 1
,t

x
=  тогда 1

,x
t

=  и исходное уравнение 

примет вид:
1 1 1

1 2 ( ) 3f f t
t t t

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⋅ + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 ⇔ 

⇔ переобозначение: t ↔ x ⇔ 

⇔ 
1 1 1

1 2 ( ) 3.f f x
x x x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⋅ + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
Получаем систему

1
( 1) ( ) 2 3,

1 1 1
1 2 ( ) 3.

x f x f x
x

f f x
x x x

⎧ ⎛ ⎞+ ⋅ + = +⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎪
⎨

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ + ⋅ + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

Из первого уравнения системы выразим 
1

:f
x

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎝ ⎠

1 3 1
( ).

2 2
x x

f f x
x

+ +⎛ ⎞ = − ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠

Подставим 1
f

x
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎝ ⎠

 во второе уравнение системы. 

Получим:
1 3 1 1 3

( ) 2 ( ) .
2 2

x x x x
f x f x

x x
+ + + +⎛ ⎞⋅ − ⋅ + =⎜ ⎟⎝ ⎠

По условию x ≠ 0. Поэтому, умножив обе части 
последнего уравнения на 2x и приведя подобные 
члены, получим соотношение:

f(x)æ(x – 1)2 = (x – 1)2.
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Отсюда следует, что f(x) = 1 при x ≠ 1. При x = 1 

из исходного уравнения 
1

( 1) ( ) 2 3x f x f x
x

⎛ ⎞+ ⋅ + = +⎜ ⎟⎝ ⎠  

получаем f(1) = 1.
Проверкой убеждаемся, что функция f(x) = 1 

при всех x ≠ 0 удовлетворяет условию задачи.
Замечание. В условии данной задачи не было 

указано, что функция f(x), удовлетворяющая функ-

циональному уравнению 
1

( 1) ( ) 2 3,x f x f x
x

⎛ ⎞+ ⋅ + = +⎜ ⎟⎝ ⎠  

существует. Предположив, что такая функция 
f(x) имеется, мы осуществили логический пере-
ход к следствию. Поэтому проверка в этой ситу-
ации необходима.

Ответ: f(x) = 1, x ≠ 0.

Пример 22.  (МГУ, ВМК, устный экза-
мен, 1997 г.) Существует ли линейная функция 
f(x), удовлетворяющая для всех x соотношению 

f(x + 1) + f(2x) = (x + 1)2?
Решение. Функция f(x) является линейной 

тогда и только тогда, когда она может быть зада-
на формулой f(x) = kx + b. Тогда

f(x + 1) = k(x + 1) + b,
f(2x) = kæ2x + b.

Следовательно, должны существовать такие 
единственные k и b, что для всех значений x бу-
дет выполняться равенство

k(x + 1) + b + 2kx + b = (x + 1)2 ⇔ 
⇔ 3kx + (k + 2b) = x2 + 2x + 1.

Полученное равенство не может выполняться 
при любых значениях x (многочлен первой сте-
пени 3kx + (k + 2b) не при всех x может равнять-
ся многочлену второй степени x2 + 2x + 1). Это 
означает, что линейной функции, удовлетворя-
ющей данным условиям, не существует.

Ответ: не существует. 

Пример 23.  (МГУ, экономический факуль-
тет, 1997 г., № 6.) Функция f(x) определена на 
всей числовой прямой, является нечетной, пери-
одической с периодом 4, и на промежутке 0 ≤ x ≤ 2 
ее значения вычисляются по правилу f(x) =
= 1 – | x – 1 |. Решите уравнение 

2f(x)æf(x – 8) + 5f(x + 12) + 2 = 0.
Решение. Раскроем модуль в выражении для 

функции f(x) на отрезке [0; 2]:
1 1, 0 1,

( )
1 1, 1 2

x x
f x

x x
+ − ≤ <⎧

= ⎨ − + ≤ ≤⎩
 ⇔ 

⇔ 
, 0 1,

( )
2, 1 2.

x x
f x

x x
≤ <⎧

= ⎨− + ≤ ≤⎩
Так как функция f(x) — нечетная, то

, 1 0,
( )

2, 2 1.
x x

f x
x x

− < <⎧
= ⎨− − − ≤ ≤ −⎩

По условию, функция f(x) — периодическая 
с периодом 4. Значит, f(x – 8) = f(x), f(x + 12) =
=f(x). Значит, исходное уравнение примет вид:

2f(x)æf(x) + 5f(x) + 2 = 0 ⇔ 

⇔ 2f2(x) + 5f(x) + 2 = 0 ⇔ 
( ) 2
( ) 0,5.

f x
f x

= −⎡
⎢ = −⎣

Найдем решения последней совокупности на 
отрезке [–2; 2] (то есть на одном из полных пери-
одов функции f(x)).

Если f(x) = –2, то:
при x ∈ [–2; –1] получим уравнение –x – 2 = –2, 

решением которого является значение x = 0, не 
удовлетворяющее условию x ∈ [–2; –1];

при x ∈ (–1; 1) получим x = –2, что не удовлет-
воряет условию x ∈ (–1; 1);

при x ∈ [1; 2] получим уравнение –x + 2 = –2, 
решением которого является x = 4, не удовлетво-
ряющее условию x ∈ [1; 2].

Если f(x) = –0,5, то:
при x ∈ [–2; –1] получим уравнение –x – 2 = –0,5, 

решением которого является x = –1,5, –1,5 ∈
∈ [–2; –1];

при x ∈ (–1; 1) получим x = –0,5, –0,5 ∈ (–1; 1);
при x ∈ [1; 2] получим уравнение –x + 2 = –0,5, 

решением которого является x = 2,5, не удовлет-
воряющее условию x ∈ [1; 2].

Поскольку функция f(x) является периоди-
ческой с периодом 4, то окончательно получим 
две серии решений уравнения 2f(x)æf(x – 8) +
+ 5f(x + 12) + 2 = 0:

x = –1,5 + 4k, k ∈ Z; x = –0,5 + 4n, n ∈ Z.
Ответ: –1,5 + 4k, k ∈ Z; –0,5 + 4n, n ∈ Z.

Пример 24.   (LXX Московская матема-
тическая олимпиада, окружной тур, 11-й 
класс, 2007 г., № 4.) Функция f(x) такова, 
что для любых положительных x и y выпол-
няется равенство f(xy) = f(x) + f(y). Найдите 

f(2007), если 1
1.

2007
f ⎛ ⎞ =⎜ ⎟⎝ ⎠

Решение. По условию f(1æ1) = f(1) + f(1), или 
f(1) = 2f(1). Значит, f(1) = 0. Кроме того, для всех 
положительных x выполнено:

1
(1)f f x

x
⎛ ⎞= ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠

 ⇔ 1
0 ( )f x f

x
⎛ ⎞= + ⎜ ⎟⎝ ⎠

 ⇔ 1
( ) .f x f

x
⎛ ⎞= − ⎜ ⎟⎝ ⎠

Отсюда, при x = 2007, получим:
1

(2007)
2007

f f ⎛ ⎞= − ⎜ ⎟⎝ ⎠  ⇔ f(2007) = –1.

Ответ: –1.

Пример 25.  (МГУ, биологический факуль-
тет, 2005 г., № 7.) Функция f(x) такова, что для 
всех рациональных чисел x и y выполнено равен-
ство f(x + y) = f(x) + f(y). Известно, что f(10) = –π. 

Найдите 2
.

7
f ⎛ ⎞−⎜ ⎟⎝ ⎠
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Решение. По условию f(0 + 0) = f(0) + f(0), или 
f(0) = f(0) + f(0). Значит, f(0) = 0. Кроме того, 

f(0) = f(x – x), или 0 = f(x + (–x)). 
Отсюда получим:

f(x + (–x)) = f(x) + f(–x) ⇔ 0 = f(x) + f(–x).

Следовательно, f(–x) = –f(x). Значит, 2
7

f ⎛ ⎞− = −⎜ ⎟⎝ ⎠
2

.
7

f ⎛ ⎞= − ⎜ ⎟⎝ ⎠  
Далее,

2 2 2 2
(10) 34 34

7 7 7 7
f f f f⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ + = ⋅ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
2 2 2 2 2 2

33 33 ...
7 7 7 7 7 7

f f f f f⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ + + = ⋅ + + = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 раз35

2 2 2 2
... 35 .

7 7 7 7
f f f f⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠�������������

Таким образом, 
2 (10)

.
7 35 35

f
f

π⎛ ⎞ = = −⎜ ⎟⎝ ⎠  Отсюда ис-

комое значение 2
.

7 35
f

π⎛ ⎞− =⎜ ⎟⎝ ⎠
Ответ: .

35
π

Пример 26.  (МГУ, химический факуль-
тет, 1999 г., № 7.) Функция f(x) удовлетворя-
ет следующему условию: для любых чисел a и b 
выполняется равенство 

2 ( ) 2 ( )
.

3 3
a b f a f b

f
+ +⎛ ⎞ =⎜ ⎟⎝ ⎠  

Найдите f(1999), если f(1) = 1, f(4) = 7.
Решение. При b = 0 исходное функциональное 

уравнение примет вид:
( ) 2 (0)

.
3 3
a f a f

f
+⎛ ⎞ =⎜ ⎟⎝ ⎠

При a = 0 исходное уравнение примет вид:
2 (0) 2 ( )

.
3 3
b f f b

f
+⎛ ⎞ =⎜ ⎟⎝ ⎠

Сложив два последних уравнения, получим:
2 ( ) 2 ( )

(0)
3 3 3
a b f a f b

f f f
+⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 ⇔ 

⇔ 
2 2

(0)
3 3 3
a b a b

f f f f
+⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠  ⇔ 

⇔ 
2 2

(0)
3 3 3 3
a b a b

f f f f⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠  ⇔ 

⇔ замена: ,
3
a

x =  2
3
b

y =  ⇔ 

⇔ f(x + y) = f(x) + f(y) – f(0).

Если x + y = 1, то y = 1 – x. Тогда уравнение 
f(x + y) = f(x) + f(y) – f(0) с учетом условия f(1) = 1 
примет следующий вид:

f(1) = f(x) + f(1 – x) – f(0) ⇔ 
⇔ 1 = f(x) + f(1 – x) – f(0).

Если же x + y = 4, то y = 4 – x. Тогда уравнение 
f(x + y) = f(x) + f(y) – f(0) с учетом условия f(4) = 7 
примет вид:

f(4) = f(x) + f(4 – x) – f(0) ⇔ 
⇔ 7 = f(x) + f(4 – x) – f(0).

Вычитая из уравнения 7 = f(x) + f(4 – x) – f(0) 
уравнение 1 = f(x) + f(1 – x) – f(0), получим соот-
ношение:

f(4 – x) = 6 + f(1 – x).
Пусть t = 1 – x, тогда 4 – x = t + 3, и уравнение 

f(4 – x) = 6 + f(1 – x) примет вид:
f(t + 3) = 6 + f(t) ⇔ переобозначение: t ↔ x ⇔ 

⇔ f(x + 3) = 6 + f(x).
Значит, функция f(x) является «почти пери-

одической» с периодом 3. Причем при любом x 
значение функции f в точке x + 3 увеличивается 
на 6 по сравнению с ее значением в точке x. По-
скольку 1999 = 3æ666 + 1, то

f(1999) = 6æ666 + f(1) ⇔ 
⇔ f(1999) = 3996 + 1 = 3997.

Ответ: 3997.

Пример 27.  (LXXI Московская математи-
ческая олимпиада, окружной тур, 11-й класс, 
2008 г., № 4.) Непрерывная функция f(x) тако-
ва, что для всех действительных x выполняется 

неравенство ( ) ( )22 1
( ) .

4
f x f x− ≥  Верно ли, что 

функция f(x) обязательно имеет точки экстремума?
Решение. При x = 0, получим:

( )2 1
(0) (0)

4
f f− ≥  ⇔ ( )2 1

(0) (0) 0
4

f f− + ≤  ⇔ 

⇔ 
21

(0) 0
2

f⎛ ⎞− ≤⎜ ⎟⎝ ⎠
 ⇔ 1

(0) .
2

f =

Аналогично, при x = 1:

( )2 1
(1) (1)

4
f f− ≥  ⇔ ( )2 1

(1) (1) 0
4

f f− + ≤  ⇔ 

⇔ 
21

(1) 0
2

f⎛ ⎞− ≤⎜ ⎟⎝ ⎠
 ⇔ 1

(1) .
2

f =

Так как непрерывная функция принимает 
одинаковые значения на концах отрезка [0; 1], 
то внутри этого отрезка существует хотя бы одна 
точка максимума или точка минимума.

Замечание. Если 1
( )

2
f x =  для всех x ∈ [0; 1], то 

любая точка этого отрезка является точкой экс-
тремума.

Ответ: да, верно.

В заключение статьи рассмотрим задачу C5 
одного из вариантов ЕГЭ по математике 2009 года.

Пример 28.   Решите уравнение 
87cos x2 + (8 – 6x)4 = x8 + 87cos (8 – 6x).

Решение. Приведем данное уравнение к виду
x8 – 87cos x2 = (8 – 6x)4 – 87cos (8 – 6x).

Введем непрерывную четную функцию f(t) =
= t4 – 87cos t. Найдем ее производную:

f R(t) = 4t3 + 87sin t.
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При t ∈ (0; π): 
f R(t) = 4t3 + 87sin t > 0 + 0 = 0, 

а при t ∈ [π; +∞): 
f R(t) = 4t3 + 87sin t > 4π3 – 87 > 4æ33 – 87 = 

= 4æ27 – 87 > 0. 
Таким образом, f R(t) > 0 при t ∈ (0; +∞), следо-

вательно, f(t) возрастает на промежутке [0; +∞). 
Значит, каждое свое значение функция прини-
мает в точности в двух симметричных относи-
тельно t = 0 точках (если t = 0, то исходное урав-
нение не имеет решений, так как при x2 = 0 не 
выполняется 8 – 6x = 0), а стало быть, исходное 
уравнение равносильно совокупности

2

2

8 6

6 8

x x

x x

⎡ = −
⎢

= −⎢⎣
 ⇔ 

2

2

6 8 0

6 8 0

x x

x x

⎡ + − =
⎢

− + =⎢⎣
 ⇔ 

3 17

3 17
2
4.

x

x
x
x

⎡ = − −
⎢

= − +⎢
⎢ =⎢
⎢ =⎣

Ответ: 3 17;− −  3 17;− +  2; 4.

Авторы настоящей статьи ставили перед со-
бой цель познакомить заинтересованного чита-
теля с основными подходами и методами реше-
ния задач, в которых фигурирует понятие слож-
ной функции. Надеемся, что подобранный и си-
стематизированный нами материал, а также 
максимально подробное его изложение будут по-
лезны как учителям, так и школьникам.

В заключение читателю предлагается подборка 
заданий для самостоятельного решения с ответа-
ми. Авторы не сомневаются, что решение этих за-
дач поможет учащимся при подготовке к различ-
ным творческим и аттестационным испытаниям.

Задачи для самостоятельного решения
1. (МИЭТ, 2004 г., № 8 из 11.) Функция f(x) не-

четная и периодическая с периодом T = 40. Най-
дите значение f(2004), если f(–4) = –4,5.

2. (МИЭТ, 2004 г., № 9 из 11.) Найдите значе-
ние f(f(1)), если 

7 2 , 2,
( )

2 1, 2.
x x

f x
x x
− <⎧

= ⎨ − ≥⎩

3. (МИЭТ, 2002 г., № 9 из 11.) Пусть 

( ) 2 7,f x x= −  
2

2

3 22 35
( ) .

4 5
x x

g x
x x

− +
=

− −
 

Решите неравенство f(4) ≤ g(f(x + 3)).
4. (МИЭТ, 2002 г., № 10 из 11.) Постройте гра-

фик функции y = 2æ| f(f(x)) | – 1, где 3
( ) .

1
x

f x
x

+
=

−
5. (МИЭТ, 1999 г., № 7 из 11.) Изобразите на 

плоскости Oxy множество точек, координаты ко-

торых удовлетворяют условию ( )
1

| | ,
| |

y f
f x

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

 

где f(x) = x – 2.

6. (МИЭТ, 1998 г., № 10 из 11.) Постройте график 

функции y = f(f(x)), где 
 если 

 если 

2 , 2,
( )

2 4, 2,
x x

f x
x x
− ≤⎧

= ⎨ − >⎩

7. (МИЭТ, 2003 г., № 10 из 11.) Функция f(x) 
для каждого x равна наибольшему значению 
многочлена g(t) = –t2 – 8t – 15 на отрезке [x – 3; 
x + 1]. Постройте график функции f(x).

8. Найдите f(x), если:
а) f(x + 1) = x2 – 3x + 2; 
б) f(x + 4) = x2 + 8x + 2;

в) 2
2

1 1
,f x x

x x
⎛ ⎞+ = +⎜ ⎟⎝ ⎠

 x ≠ 0; 

г) f(2 – x) = 8 + 4x – x2;

д) 21
1 ,f x x

x
⎛ ⎞ = + +⎜ ⎟⎝ ⎠

 x > 0; 

е) 2,
1

x
f x

x
⎛ ⎞ =⎜ ⎟⎝ ⎠+

 x ≠ ±1.

9. (МИЭТ, 1994 г., № 6 из 11.) Известно, что 

равенство 1
( 1)

( )
f x

f x
+ = −  имеет место для всех 

действительных x. Докажите, что функция f(x) 
является периодической с периодом 2.

10. (МИЭТ, 1999 г., № 9 из 11.) Функция f(x), 
определенная при всех значениях x и не рав-
ная 0 ни при каком значении x, удовлетворяет 

равенству 
( ) 1

( 4) .
( )

f x
f x

f x
−

+ =  Найдите f(2004), если 

f(8) = 5.
11. (МИЭТ, 2005 г., № 10 из 11.) Известно, что 

f(x) нечетная периодическая функция с перио-
дом 6 и f(x) = 3x – x2 при x ∈ [0; 3]. Вычислите 
сумму f(1) + f(2) + … + f(100).

12. (МИЭТ, 1995 г., № 11 из 11.) Найдите f(x), 
если для всех x имеет место соотношение 

xf(x) + f(2 – x) = 2(x + 1).
13. (МИЭТ, 2005 г., № 8 из 11.) Функция f(x) 

для всех x удовлетворяет равенству 
f(x + 4) = 2x – 1 – f(x), 

а при x ∈ [0; 4) задается формулой f(x) = x2 – 3x. 
Найдите f(135).

14. (МГУ, ВМК, устный экзамен, 1997 г.) Су-
ществует ли линейная функция f(x), удовлетво-
ряющая для всех x соотношению 

2f(x + 2) + f(4 – x) = 2x + 5?
15. (МГУ, химический факуль-

тет, 2001 г., № 7.) Функция f(x) для всех x удо-
влетворяет уравнению 

f(x + 1) = f(x) + 2x + 1. 
Найдите f(2001), если f(0) = 0.
16. (МГУ, биологический факуль-

тет, 2005 г., № 7.) Функция f(x) такова, что для 
всех рациональных чисел x и y выполнено равен-
ство f(x + y) = f(x)æf(y). Известно, что f(4) = 16. 
Найдите f(–1,5).
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17. (ЕГЭ-2009, задача С5.) Решите уравнение 
x6 – | 7 – 6x |3 = 26cos x2 – 26cos (7 – 6x).

18. (ЕГЭ-2009, задача С5.) Решите уравнение 
x6 – | 4x + 3 |3 = 25cos x2 – 25cos (4x + 3).

Ответы
1. 4,5.  2. 9.  
3. [8,5; 13) c (13; +∞).  

4. 
1 2 , 0,

2 1, 0, 1
x x

y
x x x

− − <⎧
= ⎨ − ≥ ≠⎩

 (рис. 6). 

Рис. 6

5. 
1

| | 2
| | 2

y
x

= −
−

 (рис. 7).  

Рис. 7

6. ( )

2 , 0,
, 0 2,

( )
6 2 , 2 3,
4 12, 3

x x
x x

f f x
x x

x x

− <⎧
⎪ ≤ ≤⎪= ⎨ − < ≤⎪
⎪ − >⎩

 (рис. 8).  

Рис. 8

7. 

2

2

1 ( 5) , 5,
( ) 1, 5 1,

1 ( 1) , 1

x x
f x x

x x

⎧ − + < −
⎪

= − ≤ ≤ −⎨
⎪ − + > −⎩

 (рис. 9).  

Рис. 9

8. а) f(x) = x2 – 5x + 6; б) f(x) = x2 – 14; в) f(x) = 

= x2 – 2, x ≠ 0; г) f(x) = 12 – x2; д) 
21 1

( ) ,
x

f x
x

+ +
=  

x > 0; е) 
2

( ) ,
1

x
f x

x
⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎝ ⎠−

 x ≠ ±1.  

10. 0,8.  
11. 2.  
12. f(x) = 2.  
13. 133.  
14. Существует (и единственная!) 

11
( ) 2 .

3
f x x= −   

15. 20012. Указание. Достаточно до-
казать, что функция f(x) удовлетворя-
ет функциональному уравнению f(x + a) =
= f(x – a) + 4ax при любом натуральном a. Это 
можно сделать, например, с помощью метода ма-
тематической индукции. Тогда, положив x = a, 
из уравнения f(2a) = f(0) + 4a2 можно вычис-
лить f(2000): f(2000) = 20002. Тогда получим: 
f(2000 + 1) = f(2000) + 2æ2000 + 1, или f(2001) =
= 20012. Замечание. Можно также доказать, 
что общее решение исходного функционального 
уравнения имеет вид f(x) = x2 + g(x), где g(x) — 
произвольная периодическая функция с перио-
дом T = 1, определенная на всей числовой пря-
мой.  

16. 2
.

4
 Указание. Установите вначале, что 

f(0) = 1. Затем, показав, что f(x) ≠ 0, докажите 

равенство 1
( ) .

( )
f x

f x
− =  Выведите для всех нату-

ральных n соотношение f(nx) = fn(x). Посколь-
ку f(4) = f(8æ0,5), или 16 = f8(0,5), то (0,5) 2.f =  
(Подумайте, почему f(x) > 0?!) Тогда f(1,5) = 
= f(3æ0,5). Замечание. Можно также доказать, 
что f(x) = 2x для рациональных x.  

17. –7; 1; 3 2;−  3 2.+   

18. –3; –1; 2 7;−  2 7.+
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А. ХАЛИУЛЛИН,
с. Старые Какерли, 

Республика Татарстан
ПЛАНИМЕТРИЧЕСКИЕ 
ЗАДАЧИ НА ЕГЭ 
Обучение решению планиметрических задач — важнейшая состав-

ляющая преподавания математики. Решение задач развива-
ет математическое мышление, геометрическую интуицию, 
творческую активность учащихся, формирует умение приме-
нять теоретические знания на практике.

Однако, как показывает практика обучения и анализ результатов 
ЕГЭ, умение решать планиметрические задачи оставляет же-
лать лучшего. Причина — сложившаяся и ставшая традици-
онной практика обучения решению задач по по образцу. 

Обычно, приступая к решению задачи по планиметрии, учитель 
предлагает выполнить рисунок, выясняет, что известно и что 
нужно найти. В процессе выполнения рисунка анализиру-
ется условие задачи, устанавливается взаимное расположе-
ние отдельных элементов геометрической фигуры и взаи-
мосвязь между ними. Выполнение рисунка требует знания 
свойств геометрических фигур, умения применять эти свой-
ства на практике.

Если в условии задачи оказывается недостаточно данных для реше-
ния, то возникает вопрос о выполнении дополнительного 
построения, которое преобразовало бы условие задачи и 
направило мысль учащихся в нужном направлении.

Имеется немало задач, процесс решения которых состоит в после-
довательном уточнении рассматриваемой конфигурации — 
с соответствующими изменениями рисунка, окончательный 
вид рисунок принимает лишь с окончанием решения.

В данной работе предлагается несколько планиметрических задач, 
детальный анализ которых позволит убедиться в реальной и 
существенной пользе проделанной работы.

Проиллюстрируем сказанное на геометрических задачах на 
взаимное расположение окружностей и взаимное расположение 
прямой и окружности, которые могут быть рассмотрены на фа-
культативных или внеурочных занятиях с наиболее успевающи-
ми учащимися.

 Решение этих задач, как и большого класса других задач на вы-
числение, сводится к последовательному решению ряда прямоу-
гольных треугольников. Но в рисунках к задачам их сразу не вид-
но, поэтому учителю необходимо обучать учащихся умению ви-
деть, чего не достает в рисунке и какие линии надо провести, что-
бы можно было создать прямоугольные треугольники и с помо-
щью теоремы Пифагора составить уравнения, из которых будут 
найдены искомые величины.

Поскольку здесь мы имеем дело с окружностями и ее дугами, то 
является очевидным использование следующих утверждений:

— если две окружности касаются внешне или внутренне, то точ-
ка касания и центры этих окружностей лежат на одной прямой;

— расстояние между центрами двух внешне касающихся 
окружностей равно сумме радиусов этих окружностей, а рассто-
яние между центрами двух внутренне касающихся окружностей 

К материалу есть приложение на CD-диске, вложенном в № 12.15
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равно разности радиусов большей и меньшей 
окружностей;

— касательная к окружности или ее дуге пер-
пендикулярна к радиусу окружности или ее 
дуги, проведенному в точку касания.

В процессе решения задач придется много вы-
числять, что способствует развитию у учащихся 
вычислительных навыков. Из всего сказанного 
ясно, что эти задачи окажут учащимся двоякую 
пользу: во-первых, они помогут учащимся глуб-
же и прочнее усвоить тему «Окружность», во-
вторых, разовьют у учащихся умение выполнять 
различные алгебраические действия. 

Задача 1.  Внутри квадрата АВСD со сторо-
ной а из точки А как из центра проведена дуга 
через вершины В и D. На стороне DС как на ди-
аметре построена внутри квадрата полуокруж-
ность. Найти радиус окружности, касающейся 
проведенной дуги, полуокружности и одной из 
сторон квадрата.

Решение. Поскольку в условии задачи не ука-
зано, какой стороны квадрата касается иско-
мая окружность, то мы должны рассмотреть три 
случая, схематически изображенные на рисун-
ках 1–3.

1. Рассмотрим случай, когда искомая окруж-
ность касается стороны АВ квадрата АВСD 
(рис. 1), и пусть радиус этой окружности равен х. 
Соединим центр окружности О с центром полу-
окружности О1 и с центром дуги А, опустим из 
центра окружности О перпендикуляры ОМ и ОN 

на противоположные стороны АВ и СD и рассмо-
трим полученные при этом построении прямо-
угольные треугольники. 

Рис. 1

Из прямоугольного треугольника АМО следу-
ет, что 

2 2 2 2( ) ( 2 ).AM AO MO a x x a a x= − = − − = −

Теперь рассмотрим треугольник ОО1N, в ко-

тором гипотенуза 1 1 1 1 ,
2
a

OO OK K O x= + = +  катет 

ОN = МN – ОМ = а – х и катет О1N = DN – DО1, 

где ( 2 )DN AM a a x= = −  и 1 ,
2
a

DO =  поэтому 

O N       a a x1 ( 2 ) .
2
a

= − −  По теореме Пифагора нахо-

дим: 2 2 2
1 1 .OO ON O N= +  Подставляя найденные 

выражения для OO1, ОN и О1N, получим урав-
нение 

2 2
2( ) ( 2 ) ,

2 2
a a

x a x a a x⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = − + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

откуда ( )9 6 .
25
a

x = −

2. Пусть искомая окружность касается сторо-
ны ВС (рис. 2) и радиус этой окружности равен у. 
Выполнив дополнительные построения, получим 
прямоугольные треугольники АОМ и О1ОN. 

Рис. 2

Из треугольника АОМ:
2 2 2 2( ) ( ) 2 .MO AO AM a y a y ay= − = + − − =

Аналогично, из треугольника О1ОN:  
2 2

2 2
1 1 2 .

2 2
a a

ON OO O N y y ay⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = + − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Подставляя найденные значения величин ОМ 
и ОN в соотношение ВС = МO + ОN, получим 
уравнение 2 2 ,a ay ay= +  откуда 

( )3 2 2 .
2
a

y = −

3. Пусть искомая окружность касается сторо-
ны DC (рис. 3) и радиус этой окружности равен z. 
Выполнив те же построения, получим прямо-
угольные треугольники AOM и O1ON. 

Рис. 3

Из треугольника ОО1N по теореме Пифагора 
имеем: 

2 2
2 2 2

1 1

4
.

2 2
a a az

O N OO ON z z
−⎛ ⎞= − = − − =⎜ ⎟⎝ ⎠
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В прямоугольном треугольнике АМО катет 

AM равен 
2 4

,
2 2
a a az

AM
−

= +  а по теореме Пифа-

гора АO2 = АМ2 + ОМ2. Подставляя выражения 
для AO, AM и OM, получим уравнение 

2
2

2 24
( ) ( ) ,

2 2
a a az

a z a z
⎛ ⎞−

+ = + + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

откуда 4
.

25
a

z =

Задача 2.  Дан круговой сектор АОВ ради-
уса R с центральным углом 90°. На радиусах 
ОA и ОВ как на диаметрах построены полуо-
кружности, расположенные внутри данного 
сектора. Полуокружность с центром О1 

на ра-
диусе ОВ сектора АОВ радиуса О1В касается 
полуокружности, построенной на радиусе АО, 

и дуги АВ в точке В (рис. 4). Определить ра-
диус окружности, касающейся этих трех полу-
окружностей.

Рис. 4

Решение. Проведем из центров полуокружно-
стей О1 и О2 радиусы в точки касания (рис. 5). 
Получим прямоугольный треугольник ОО1О2, 
из которого найдем 2 2 2

1 2 1 2 .O O O O O O= +  

Рис. 5

Так как 1 2 2 1 1 ,
2
R

O O O K O K O B= + = +

О1О = ОВ – О1В = R – О1В и 2 ,
2
R

O O =
то получаем уравнение 

( )
2 2

2
1 1 ,

2 4
R R

O B R O B⎛ ⎞+ = − +⎜ ⎟⎝ ⎠  

откуда 1 .
3
R

O B =

Далее центры полуокружностей О1, О2 и О3 
соединим с центром окружности О4 и из цен-
тра О4 этой же окружности опустим перпенди-
куляры О4М и О4N на радиусы ОА и ОВ сектора 
АОВ. Рассмотрим прямоугольные треугольни-
ки О1О4N и О3О4N. Катет О4N — общий для этих 
треугольников; по теореме Пифагора получим 
следующее равенство; 

2 2 2 2
1 4 3 4 1 3 ,O O O O NO NO− = −

или
(O1O4 – O3O4)(O1O4 + O3O4) =
= (NO1 – NO3)(NO1 + NO3).

Подставив сюда значения 

1 4 1 4,
3
R

O O K O= +  3 4 1 4,
2
R

O O K O= −  1 3 ,
6
R

NO NO+ =  

1 3 32 ,
6
R

NO NO NO− = −

получаем уравнение

1 4 3

5
2 2 ,

6 6 6 6
R R R R

K O NO⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
откуда 

1 4
3

10
.

2
R K O

NO
−

=

Следовательно, высота 
2 2

2 2 1 4
4 3 4 3 1 4

10
2 2
R R K O

O N O O NO K O
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

( )1 4 1 42 6 .K O R K O= −
Теперь определим стороны прямоугольного 

треугольника О2О4М. 
Гипотенуза 

2 4 2 2 2 4 1 4,
2
R

O O O K K O K O= + = +

1-й катет 

( )2 2 1 4 1 42 6 ,
2
R

O M OO OM K O R K O= − = − −

2-й катет 
O4M = R – 5K1O4.

По теореме Пифагора имеем 
2 2 2

2 4 2 4 ,O O O M MO= +

или 

( ) ( )
2 2

2
1 4 1 4 1 4 1 42 6 5 ,

2 2
R R

K O K O R K O R K O⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = − − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
откуда  

( )1 4 9 2 2 .
73
R

K O = −

Подводя итог, заметим, что ознакомление с 
предложенными задачами способствует совер-
шенствованию навыков построения и чтения ге-
ометрических чертежей.

И в заключение приведем условия задач, ко-
торые можно предложить для самостоятельного 
решения ученикам, проявляющим особый инте-
рес к математике.
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3. Внутри квадрата АВСD из точки А как из 
центра проведена дуга, проходящая через вер-
шины В и D. На сторонах ВС и СD как на диаме-
трах построены полуокружности (рис. 6). Най-
дите радиус окружности, касающейся построен-
ных полуокружностей и дуги ВD, если сторона 
квадрата равна а.

Рис. 6

4. Окружность вписана в квадрат со сторо-
ной 1. Из одной вершины квадрата проведе-
на дуга окружности радиуса 1, проходящая че-
рез две противоположные вершины. Построена 
окружность, касающаяся вписанной окружно-
сти и проведенной дуги (рис. 7). Найдите радиус 
окружности, касающейся этой окружности, впи-
санной окружности и дуги.

Рис. 7

5. Около окружности описан квадрат со сто-
роной а. На двух смежных сторонах этого ква-
драта построены полуокружности, расположен-
ные внутри квадрата (рис. 8). Найдите радиус 
окружности, касающейся этих двух полуокруж-
ностей и окружности.

Рис. 8

6. Две окружности радиусов a и b (a < b) име-
ют внутреннее касание. Внутри большей окруж-
ности проведена касательная к меньшей окруж-
ности, перпендикулярная общему диаметру 
этих окружностей (рис. 9). Докажите, что от-
ношение радиуса окружности S1, касающейся 
двух данных окружностей и проведенной каса-
тельной, к радиусу окружности S2, касающейся 
большей окружности, проведенной касательной 
и общего диаметра двух данных окружностей, 

равно 1 .
2

a a
b b

⎛ ⎞
+⎜ ⎟⎝ ⎠

 

Рис. 9

7. Внутри квадрата со стороной a на двух его 
смежных сторонах как на диаметрах построе-
ны полуокружности (рис. 10). Найдите радиус 
окружности, касающейся этих двух построен-
ных полуокружностей и одной из сторон данно-
го квадрата. 

Рис. 10

Ответы: 

3. 1) 
( )5 3 2

;
7

a −
 2) 

( )2 1
;

3

a −
 3)  

( )3 2 1
.

17

a −
  

4. 1) 
5 2 1

;
84

−
 2) ( )

( )
7 4 2 5

.
4 37 17 2

−

−
  

5. 1) ( )
( )

2 1
;

2 4 2

a −

−
 2) ( )2 2

;
4

a −
 3) ;

2 6
a  4) ( )

( )
2 1

.
2 2 4

a +

+       

7. 2 .
9
a
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Задачи для самостоятельного решения
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Н. ЖАРКОВСКАЯ,
Санкт-Петербург «КЕНГУРУ» - 

ТЕСТИРОВАНИЕ
Тестирование «Кенгуру» — выпускникам» проводится Институтом 

продуктивного обучения РАО совместно с Центром техноло-
гии тестирования «Кенгуру плюс» начиная с 2003 года, в нем 
принимают участие сотни тысяч школьников из большин-
ства российских регионов. Первоначально оно было орга-
низовано только для учащихся 11-х классов, но позже были 
разработаны тесты для выпускников основной и начальной 
школы. 

Отличительная особенность тестирования — развернутые инди-
видуальные рецензии, которые получает каждый ученик. 
В этих рецензиях математическая подготовка школьника 
оценивается по широкому кругу параметров. Например, 
в тестировании, прошедшем 20 января 2011 года, работы 
одиннадцатиклассников оценивались по 18 параметрам, 
разделенным на три основные группы. К первой группе от-
носились параметры, связанные с конкретными разделами 
программы (линейная и квадратичная функции, тождества, 
вычисления в геометрии и т.п.), ко второй — связанные с об-
щими умениями (использование стандартных алгоритмов, 
использование наглядных представлений, логические рас-
суждения), наконец, в последнюю группу были включены па-
раметры, характеризующие в той или иной мере умение ор-
ганизовать работу.

По содержанию тесты нацелены на проверку всех основных 
тем, которые изучаются на данной ступени обучения. Работа вы-
полняется в начале второго полугодия, когда основной программ-
ный материал уже пройден, но еще есть время на исправление 
выявленных недочетов подготовки.

За годы проведения данного тестирования накоплен интерес-
ный опыт и значительный статистический материал. Можно го-
ворить о сложившейся системе независимого мониторинга мате-
матической подготовки школьников. Важным обстоятельством 
является то, что в «Кенгуру» — выпускникам» школы участвуют 
по собственной инициативе, основная цель тестирования – само-
проверка, и школа больше всех заинтересована в объективности 
полученных результатов. При анализе этой системы наибольший 
интерес вызывают следующие вопросы:

• Как соотносятся результаты данного мониторинга с результа-
тами официального контроля математической подготовки, а так-
же с уровнем школьных оценок участников тестирования?

• Как можно использовать результаты тестирования в школь-
ной практике?

• Какие выводы можно сделать на основе полученных статисти-
ческих данных?

• Каковы перспективы развития системы мониторинга?
Для ответа на первый из этих вопросов по заказу ЦТТ «Кен-

гуру плюс» было проведено социологическое исследование вы-
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пускников 11-го класса, поступивших в вузы, 
результаты которого планируется опублико-
вать. Итоги этого исследования коротко можно 
сформулировать так: в средней и высокой части 
спектра наблюдается хорошее согласование ре-
зультатов различных видов контроля. Судя по 
многочисленным отзывам как учителей, так и 
участников тестирования, рецензии для этих 
учащихся адекватно оценивают сильные и сла-
бые стороны их математической подготовки. 
Соответственно, для них такая рецензия впол-
не может служить ориентиром при подготовке к 
итоговым испытаниям.

Для участников с низким уровнем подготов-
ки корреляция оказывается низкой (для этой ка-
тегории участников очень велик фактор случай-
ности). Достоверность индивидуальной рецен-
зии для таких учащихся за счет высокой доли 
случайно выбранных ответов оказывается низ-
кой. Делать какие-то содержательные выводы 
по этим рецензиям трудно, так как подготовка 
данной категории школьников в целом сильно 
хромает.

Что касается использования результатов те-
стирования в школьной практике, то здесь нако-
плен значительный опыт.

Во-первых, ученики старших классов уже до-
статочно самостоятельны для того, чтобы ис-
пользовать рецензии при подготовке к экзаме-
ну (если у тебя низкие показатели по какой-то 
теме, значит, на нее надо обратить больше вни-
мания). А учителя, просматривая рецензии, 
могут заметить какие-то общие дефекты в под-
готовке своих учеников и учесть это при органи-
зации повторения. 

В первые годы проведения тестирования ор-
ганизаторы считали, что рецензия обращена, 
прежде всего, к ученику, и для старших клас-
сов никаких сводных отчетов по итогам тести-
рования не составляли. Однако опыт показыва-
ет, что во многих школах учителя не только яв-
ляются инициаторами тестирования, но и ак-
тивно используют его результаты в своей рабо-
те. Поэтому начиная с этого учебного года шко-
ла получает отчет по каждой параллели (то есть 
для 4-х, 9-х и 11-х классов, если они принима-
ли участие в тестировании). В этом отчете для 
каждого ученика указаны выбранные им отве-
ты (с указанием верных и неверных), общий 
балл и успешность по всем оцениваемым пара-
метрам, а также средние данные по всем участ-
никам тестирования. Мы надеемся, что эти све-
дения облегчат учителю работу с итогами те-
стирования.

Интересно отметить инициативу некоторых 
учителей, которые побуждают своих учеников 

принять участие в тестировании для 11-х клас-
сов еще в десятом классе (конечно, часть матери-
ала еще не пройдена, но большая часть заданий 
ученикам уже доступна). На основе полученной 
рецензии составляется долгосрочный индиви-
дуальный план подготовки к экзаменам. Важ-
но, что в этом случае появляется возможность 
работать над улучшением показателей по пара-
метрам второй группы, что, как правило, требу-
ет гораздо больше времени, чем работа над кон-
кретными темами.

Конечно, статистический материал, полу-
ченный по результатам этих тестирований, 
очень интересен. И в первую очередь обращает 
на себя внимание большой разброс в уровнях 
подготовки учащихся: то есть по ряду простых 
и важных направлений заметная доля учащих-
ся показывает низкие результаты, и в то же 
время немало участников тестирования пока-
зывают очень хорошие результаты по трудным 
разделам теста.

Так, например, ученикам 4-го класса пред-
лагался ряд из 9 чисел (не более чем четырех-
значных). На вопрос «Есть ли в этом ряду чис-
ло две тысячи тридцать шесть?» (а оно там было) 
не смогли правильно ответить почти 9% школь-
ников. Выбрать в этом ряду самое большое трех-
значное число не смогли почти 15%. В приме-
ре (12 + 7 × 8) : 4 – 2 выбрать верный ответ не 
смогли более трети участников тестирования, а в 
примерах 128 + 37 и 56 : 7 + 3 верный ответ ука-
зали около 93%. 

В группе заданий, отнесенных к параметру 
«Чтение, запись и сравнение чисел» меньше по-
ловины верных ответов дали около 10% учащих-
ся, а хотя бы одну ошибку допустили около тре-
ти участников тестирования. Но при этом около 
20% учащихся в группе из 6 заданий, отнесен-
ных к категории повышенной сложности, сдела-
ли не более одной ошибки. 

Эти данные свидетельствуют о том, что зна-
чительная доля учеников не получает в на-
чальной школе устойчивых базовых навыков, 
что является причиной нарастания трудно-
стей в основной и старшей школе. В то же вре-
мя существенное количество ребят имеют вы-
сокий уровень готовности к дальнейшему об-
учению.

Эти тенденции хорошо просматривают-
ся и в старших параллелях. Рассмотрим, на-
пример, блок заданий для 9-го класса, посвя-
щенный свойствам линейной и квадратичной 
функций (как и везде далее, в скобках указа-
ны процент участников, выбравших верный 
ответ, и процент участников, не отвечавших 
на вопрос).
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Задача 1.   На рисунке изображены графи-
ки функций f(x) = 2x + a и g(x) = kx + 2. Верно ли 
утверждение?

а) k > 0; (41%, 15%)
б) a < 2; (41%, 21%)

в) 1

2
.

2
a

x
k

−
=

−
 (39%, 35%)

г) абсцисса вершины параболы y = f(x)æg(x) 
обязательно равна x1. (35%, 37%)

В целом по группе заданий, отнесенных к 
этим параметрам, очень низкие результаты (не 
более 20% выполнения) показали более четвер-
ти участников тестирования.

Блок заданий на тождественные преобразова-
ния выглядел так.

Задача 2.   Верно ли тождество?
а) (a + 3b)(a – 2b) = a2 + ab – 6b2; 

(78%, 2%)
б) (2ac – 5bc)2 = 4a2c2 – 20abc + 25b2c2; 

(75%, 3%)

в) 
3 2

6 ;
a

a
a

=                 (43%, 16%)

г) 
2 2

1 1

2
.

a b a b
a b ab a b

− −

− −

+ +
= −

+ +
               (22%, 15%)

Отметим, что на близкий по характеру к зада-
нию 2 (в), но более простой вопрос «Верно ли, что 

7 5

3

2 3
12 ?

6
⋅

= » правильно ответили 62% участни-

ков (воздержались от ответа 4%).
Рассмотрим еще результаты решения несколь-

ких заданий, отнесенных к параметру «Логиче-
ские рассуждения» (к этой группе относились 
технически несложные задания, требующие не-
большого самостоятельного рассуждения).

Задача 3.   Количество способов предста-
вить число 2011 в виде суммы a + b двух нату-
ральных чисел (a < b) равно 1005. (47%, 21%)

Этот вопрос был расположен в начальной ча-
сти теста, и большая доля участников тестирова-
ния, воздержавшихся от ответа на него, не мо-
жет объясняться нехваткой времени.

Задача 4.   Если каждое из трех чисел де-
лится на 3, то их среднее арифметическое обяза-
тельно делится на 3. (26%, 4%)

Сомневающихся в ответе на этот вопрос оказа-
лось на удивление мало. А чтобы заметить, что 
выражение (3a + 3b + 3c) : 3 совсем необязатель-
но делится на 3, все-таки нужно немного порас-
суждать.

Задача 5.   Все корни уравнения 
x2 + 3x – 11 = 0 

удовлетворяют неравенству 
                                  2x2 + 6x – 17 ≥ 0. (31%, 21%)

Для ответа на этот вопрос можно было ре-
шить и уравнение, и неравенство, а затем срав-
нить результаты (хотя корни трехчленов — ир-
рациональные, это задача несложная). А мож-
но было заменить неравенство на x2 + 3x ≥ 8,5 
и заметить, что корни уравнения удовлетво-
ряют равенству x2 + 3x = 11, что явно больше, 
чем 8,5.

Задача 6.    Если 1,5 < x < 2, то 1
0.

2
x
x

−
≤

−
(57%, 10%)

Это несложное задание нацелено на проверку 
понимания того, что собой представляет реше-
ние неравенства.

В завершение этого обзора приведем два блока 
заданий из теста для 11-го класса.

Задача 7.   Верно ли, что среди корней данно-
го уравнения есть числа разных знаков?

а) x2 + x – 6 = 0; (93%, 2%)

б) 
1

sin ;
2

x =  (39%, 7%)

в) lg (x2 + 1) = 5; (61%, 17%)
г) | x + 2 | + | x + 3 | = 2; (60%, 12%)
д) (2x – 3x)(2x + 5x) = 0. (40%, 25%)

Для ответа на вопрос этого блока можно было 
не решать уравнения, а воспользоваться свой-
ствами соответствующих функций (для послед-
него вопроса — это единственная возможность). 
Конечно, настораживает очень низкий резуль-
тат по вопросу 7 (б). 

Задача 8.   На рисунке изображен график 
функции f(x), определенной на отрезке [a; b], 
и прямая с ура  вне   нием y = kx + 2. Верно ли 
утверждение?

а) На отрезке [0; x1] функция f(x) убывает;
(91%, 2%)
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б) на отрезке [0; b] ура вне ние f(x) = kx + 2 
имеет ровно три корня; (72%, 7%)

в) f(x) < 2; (44%, 19%)

г) 2

2
;

2 ( )
a

x
f a

=
−

 (22%, 40%)

д) на отрезке [a; b] найдутся две точки, 
в которых значение про из водной функции f(x) 
равно k.                                                      (51%, 24%)

Статистика по заданию 8 (в) хорошо коррели-
рует с данными по 9-м классам.

Наконец, несколько слов о перспективах раз-
вития обсуждаемой системы мониторинга. Наш 
опыт и многочисленные отзывы учителей пока-
зывают, что участие в независимом тестирова-
нии (не имеющем, кстати, административных 
последствий, но позволяющем сравнить свои ре-
зультаты с достаточно значимым массивом те-
стируемых) помогает правильно сориентиро-
ваться и оптимально организовать повторение с 
учетом индивидуальных особенностей подготов-
ки конкретных учащихся. 

К сожалению, традиционная организация те-
стирования требует довольно большого времени 
(рассылка заданий по школам, отправка запол-
ненных бланков в места проверки, отправка ре-
зультатов проверки по школам). В итоге, от про-
ведения тестирования до получения школой ре-
зультатов проходит месяц, а то и полтора-два.

В начале этого учебного года впервые было ор-
ганизовано пробное тестирование с использова-

нием интернет-технологий. Для эксперимента 
«Входной контроль» была выбрана параллель 
7-го класса. Выбор этот обусловлен тем, что в 
7-м классе существенно меняется характер пре-
подавания математики, нередко происходит пе-
реформирование классов, и развернутый анализ 
подготовки школьников в это момент достаточ-
но важен.

Тестирование было организовано следующим 
образом: в начале учебного года заинтересован-
ные учителя могли зарегистрироваться на сайте 
конкурса «Кенгуру». При этом каждый учитель 
получал персональную страничку на сайте, до-
ступ к которой, кроме него, имели только орга-
низаторы тестирования. В определенный зара-
нее день (в последнюю декаду сентября) владель-
цы этих страничек получали доступ к заданиям 
тестирования. В течение недели надо было про-
вести эту работу в классах и внести ответы уче-
ников в заранее заготовленные шаблоны. Затем 
возможность редактировать странички закрыва-
лась, и через 2–3 дня на ней появлялись резуль-
таты проверки работ по 12 параметрам. 

В ходе этого тестирования было создано око-
ло тысячи персональных страничек, и в нем уча-
ствовало более 10 тысяч школьников. Поскольку 
эксперимент прошел вполне успешно, мы плани-
руем развивать это новое направление работы. 
И очередное тестирование намечено на конец 
этого учебного года; мы приглашаем учителей 
начальной школы принять участие в итоговом 
контроле математической подготовки учеников 
4-го класса. Тестирование предполагается про-
вести примерно в середине мая. 

С деталями этого проекта можно ознакомить-
ся на сайте http://mathkang.ru, там же размеще-
ны тексты всех тестирований, проведенных ра-
нее. Кроме того, через раздел «Заказ книг» мож-
но заказать сборники, посвященные как тести-
рованию «Кенгуру» — выпускникам», так и мо-
ниторингу математической подготовки выпуск-
ников начальной школы.

Мы боимся  ЕГЭ

Автор: Н.И. Авилов, учитель математики 
средней школы № 7 им. О. Казанского, 

ст. Егорлыкская, Ростовская область
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Е. ГЕНИКЕ,
США ЧТО ЗНАЕТ ВАНЯ И 
НЕ ЗНАЕТ ДЖОННИ 
ПРИ ПРОХОЖДЕНИИ 
ТЕСТА SAT

Как поступить в американский университет?
Процесс повышения интереса к американским вузам со сторо-

ны российских граждан имеет место: все больше и больше студен-
тов из России приезжает на учебу в США. Не буду утомлять чита-
теля рассуждениями на тему, что является причиной этого про-
цесса, а перейду к ответу на вопрос «как». 

Каждый университет имеет свой собственный перечень докумен-
тов, которые необходимо подать в приемную комиссию, но везде во 
главе него стоит средний балл абитуриента из школы и проходной 
балл по тестам SAT (эс-эй-ти) или ACT (эй-си-ти). Около 80% учеб-
ных заведений используют результаты этих тестов для принятия 

Как поступить в американский университет?

Всем хорошо известна статья английского профессора Артура 
С. Трейса-младшего «Что знает Ваня и не знает Джонни», опу-
бликованная в лондонской «Таймс». Статья так запала в душу 
россиянам, что они с радостью продолжают ее цитировать 
до сих пор. Но надо сказать, что статья была опубликована 
около пятидесяти лет назад: 17 ноября 1961 года. Почему-то 
люди, которые ее цитируют как истину в первой инстанции, 
не затрудняют себя вопросом: а не произошли ли какие-
либо изменения за сорок лет? Не изменилась ли ситуация?

И сравнивая образовательные системы, выбирая аргументы в поддерж-
ку своих рассуждений, нужно быть уверенным, что они не уста-
рели. Я хочу привести результаты своих наблюдений за послед-
ние два года, которые мне позволяют сравнить современную 
подготовку выпускников российских и американских школ. 

О том, что образование по точным дисциплинам, полученное в СССР, 
ценится в США, я знаю по себе. Я закончила институт двад-
цать с лишним лет назад, тем не менее мой диплом был под-
твержден без проблем в Америке, я нашла работу препо-
давателя математики и физики сначала в частной школе, а 
затем в колледже. По старой российской традиции, парал-
лельно с основной работой я подрабатываю репетитором. 
Первоначально я «репетировала» американских школьни-
ков. Какое-то время назад возникла неожиданная для меня 
самой ситуация: знакомые попросили подготовить мальчика 
из России к вступительным тестам в университеты США. 
С этого начался мой опыт подготовки российских школьни-
ков к поступлению в американские вузы. 

Так что то, о чем вам предстоит прочитать, это результат моих на-
блюдений, не более того. Но, может быть, он будет интере-
сен читателю в связи с его свежестью. Мои выводы, без-
условно, не догма. Но возможно, для кого-то они будут 
руководством к действию. 

Хотите проверить своих учени-
ков? Взять пробный тест 
SAT можно бесплатно 
в Интернете. Для русско-
язычных школьников 
в этих целях можно по-
советовать использовать 
вэб-сайт www.uniprep.ru.
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решения о зачислении студента. Остановимся на 
том, что это за тесты, более подробно. 

Начнем с того, что высказывание, что SAT — 
«это типа российского ЕГЭ», довольно далеко от 
истины. Тесты SAT или ACT не имеют никакого 
отношения к итоговым экзаменам за курс сред-
ней школы. Эти тесты выпускники сдают в не-
зависимых от школ организациях только в том 
случае, если они идут учиться в вуз.

Система тестирования SAT была разработа-
на в 1901 году компанией «Educational Testing 
Service» (Служба по образовательному тестиро-
ванию). За более чем сто лет существования си-
стема претерпела ряд изменений. С 2005 года 
абитуриентам дается 3 часа 45 минут на выпол-
нение этого теста, который состоит из 3 частей: 
письмо, чтение и математика. Максимальное 
число баллов — 800 за каждую часть. 

В 1959 году была создана альтернативная си-
стема АСТ (American College Testing) — тести-
рование для американских колледжей, которое 
проходит по четырем дисциплинам: английский 
язык, математика, чтение, естествознание. На 
тестирование отводится 3 часа 30 минут. Экза-
менационный балл может быть от 1 до 36; обо-
значается только целым числом.

Несмотря на то, что тесты SAT и ACT были соз-
даны конкурирующими фирмами, в настоящее 
время практически каждый университет прини-
мает любой из этих тестов. Российские студенты 
обычно отдают предпочтение тесту SAT, потому 
что он состоит только из частей по английскому 
и по математике. То, что АСТ-тестирование, кро-
ме математики и английского языка, содержит 
часть по естествознанию, осложняет его прохож-
дение, особенно для иностранных абитуриентов. 
Чтобы его сдать, необходимо знание на анлий-
ском языке терминов по физике, химии и био-
логии, кроме самих этих предметов. Что создает 
для абитуриентов дополнительные сложности. 

Вернемся к тому, с чего начали. При решении 
поступать в американский вуз российский аби-
туриент сдает те же тесты, что и американский 
выпускник. Уровень владения английским за 
последние годы повысился очень существенно. 
От «читаю и перевожу со словарем» совершен 
переход к разговорной речи. 

Сравним знания американских и русских школь-
ников по математике. Хорошо известен факт, что 
в США параллельно используется много учебни-
ков по каждому предмету. На основании учебни-
ка, утвержденного школьным советом, учитель са-
мостоятельно составляет план прохождения мате-
риала. Трудно объяснить почему, но многие учи-
теля не включают в свой план арифметическую и 
геометрическую прогрессии. При подготовке к те-

сту SAT те школьники, которые занимаются с ре-
петитором или на курсах, проходят этот материал 
дополнительно. Российские школьники, как пра-
вило, материал о прогрессиях знают.

Если говорить о геометрии, то тут боевая ни-
чья. И те и другие застревают иногда на легком 
материале, например, таком как нахождение ка-
тетов или гипотенузы в прямоугольном треуголь-
нике по одной известной стороне и углам в 30° и 
60° или 45°. А казалось бы, что тут трудного?

В задачах по статистике верх одерживают аме-
риканцы. Этот материал хорошо и подробно изу-
чается ими в школе.

При прохождении теста SAT ученикам разре-
шается пользоваться графическим калькулятором 
определенной модели — TI-83/84. По этому пункту 
американцы, безусловно, впереди. Калькуляторы 
TI-83/84 являются неотъемлемым инструментом 
при обучении математике в старших классах амери-
канской школы. При сдаче теста графический каль-
кулятор является важнейшим средством экономии 
времени (каждая часть теста должна быть выполне-
на за определенное время). С его помощью в считан-
ные секунды можно найти корни квадратного урав-
нения, перемножить матрицы, найти значение три-
гонометрических функций и многое другое, но для 
этого надо знать, как им пользоваться.

Что касается части по английскому языку, то, 
конечно, для американцев они легче, так как они 
тестируются по родному языку, а наши ребята — 
по иностранному. Тем не менее, говоря о затруд-
нениях, нужно назвать два самые большие: на-
хождение синонимов и написание эссе. Мне пред-
ставляется, что ребят в некоторых случаях сбива-
ет с толку то, что им сейчас в школе объясняют, 
как писать эссе. Но трактовка российских учи-
телей не совпадает с видением этой формы пись-
менной работы американской стороной.

 Умом Россию не понять
Пришло время открыть самый большой се-

крет. Лично для меня это было большим сюрпри-
зом! Как вы думаете, кто эти Иваны, пытающи-
еся титаническим трудом пробить себе дорогу в 
американские университеты? 

Думаете, это прилежные отличники, гордость и 
честь школ? Ничего подобного. Мне не попался ни 
один отличник. Часто на пути в американские вузы 
оказываются школьники, которые в российских 
школах «уничтожены вечной тройкой» — это вы-
ражение учительницы, учившей меня в школе мно-
го лет назад. Это была ее самая большая угроза.

Так вот, это безнадежные троечники, у которых 
хромает дисциплина и т.п., оказывается, вполне 
прилично владеют английским и способны потра-
тить много времени на упорную подготовку к SAT. 
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А. ПАВЛОВ, 
г. Лобня НЕСТАНДАРТНЫЕ 

РЕШЕНИЯ 
СЛОЖНЫХ ЗАДАЧ

Цели занятия:
— обучение нестандартным приемам и методам решения задач;
— развитие умения отыскивать рациональные способы решения;

Ход занятия

Рассмотрим несколько задач, предлагавшихся на вступитель-
ных экзаменах в МГУ. Данные задачи мы решим методами, от-
личными от тех, которые предлагали авторы в своих сборниках.

Задача 1.   Найти все решения системы уравнений 

3 3 2

2 2

(2 )(3 2 ) 3 ,

3 3 2,

6 ,

x x z z

y y x x

z y z

⎧ − − = −
⎪

+ = − +⎨
⎪ + =⎩

 

удовлетворяющие условию z ≤ 3.
Решение. Первый вопрос, который приходит на ум, это: «Ка-

кое отношение условие z ≤  3 имеет к системе уравнений?» И тут 
по ассоциации вспомнилось, что иногда вместо одного уравнения 
решают систему уравнений. Например, чтобы решить уравнение 
4 48 8 2,x x+ − − =  нужно перейти к системе 

4

4

8 ,

8 ,
2.

x a

x b
a b

⎧ + =
⎪⎪ − =⎨
⎪ − =⎪⎩

Вот и подумалось, а почему бы от системы уравнений не перей-
ти к системе неравенств, благо, одно из них (z ≤ 3) уже есть. Пере-
пишем первое уравнение в виде 

3x2 – (2z + 6)x + (3z + 3) = 0,
а третье — в форме y2 = 6z – z2.

Если система имеет решение, то дискриминант первого уравне-
ния (где z — параметр!) неотрицателен, да и величина 6z – z2 ≥ 0. 
В итоге вместо системы уравнений получаем систему неравенств:

2

2

(2 6) 4 3 (3 3) 0,

6 0,
3;

z z

z z
z

⎧ + − ⋅ ⋅ + ≥
⎪

− ≥⎨
⎪ ≤⎩

  

( 3) 0,
(6 ) 0,

3.

z z
z z
z

⎧ − ≥
⎪ − ≥⎨
⎪ ≤⎩

Вывод: z = 0 или z = 3.
Остальное – дело техники.
Ответ: (2; –3; 3), (1; 0; 0).
Аналогично решается и другая, более сложная задача.
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Задача 2.  Найти все решения системы урав-
нений 

3 2

3 2

(13 ) (2 2 2 26) 5 7 7 30,

(17 ) (2 2 2 26) 3 2,

x x y z x y z yz yz y z

x x y z x y z yz y z yz

⎧ + − − + + − − + − − = −⎪
⎨

+ − − − + + − + + − =⎪⎩
 

для которых x принадлежит отрезку [4; 7].
Решение. Если вместо данных двух уравнений 

перейти к их сумме и разности и ввести обозна-
чения y + z = a и yz = b, то получим: 

( )2 2 3

2

3 ( 2 1) 14 15 ,

( 2) 2 8 13 .

a x b x x x

a x b x x

⎧ − − + − + = − − −⎪
⎨

− + = − + +⎪⎩
Отсюда 

25 29 20
5,

5 4
5 1.

x x
a x

x
b x

⎧ − − −
= = +⎪

− −⎨
⎪ = +⎩

Итак, 
5,

5 1;
y z x
yz x

+ = +⎧
⎨ = +⎩

  2

5 ,

( 5) (5 1) 0.

y x z

z x z x

= + −⎧⎪
⎨ − + + + =⎪⎩

Получаем (как и в задаче 1) систему неравенств:
2( 5) 4 (5 1) 0,

4 7
x x

x

⎧ + − ⋅ + ≥⎪
⎨ ≤ ≤⎪⎩

 ⇒ 
2 10 21 0,

4 7.
x x

x

⎧ − + ≥⎪
⎨ ≤ ≤⎪⎩

Отсюда x = 7.

Ответ: (7; 6; 6).

Задача 3.  Решить уравнение 
2

21 2 1
2 1.

2
x x

x
+ −

+ =

Решение. Увидев 21 ,x−  сразу вспомнилось, 
как на первом курсе вуза «брали» интегралы 
вида 21 .x dx−∫  С помощью замены: x = cos t.

Сделав ее, получим: 

21 2 cos | sin |
1 2 cos .

2

t t
t

+ ⋅
= −

Учитывая, что 
2cos t sin t = sin 2t,

а 1 – 2cos2 t = –cos 2t,
получаем элементарные квадратные уравнения. 
Остальное просто.

Задача 4.  Найти все значения параметра a, 
при каждом из которых неравенство

21 4 3
| 2 | | 4 | | 2 | | 2 |

2 | 2 |
a a

a x a a x
a

⎛ ⎞− +
− ⋅ + − + − − ⋅ − +⎜ ⎟−⎝ ⎠

1
| 2 | | | 1

2
a x a+ − ⋅ − ≤

выполняется ровно для двух различных значений x.
Решение. Учитывая, что a ≠ 2 и поэтому | a – 2 | >

> 0, умножим неравенство на | a – 2 |. Знак нера-

венства не изменится, а вместо | a – 2 |2 можно на-
писать (a – 2)2. Тогда неравенство легко преобра-
зовать к виду 

( )21
( 2) | 4 | | | | 2 | | 2 | .

2
a x a x a x a− + − + − ≤ − + −

Рассмотрим три функции: 
а) y1 = | x + a – 4 |, 
б) y2 = | x – a |, 
в) y3 = | x – 2 | + | a – 2 |.

Они имеют вид «галочек»:

Учитывая, что 21
( 2) 0,

2
a − >  получим, что функ-

ция 
( )2

1 2

1
( 2)

2
y a y y= − +

будет иметь форму «корыта»:

Нужно, чтобы «галочка» y3 лежала целиком 
под «корытом» и имела с ним две точки пере-
сечения. Это возможно в единственном слу-
чае:

Отсюда y = y3 при x = 4 – a и x = a.
Подставляя x = 4 – a и x = a в уравнение 

( )21
( 2) | 4 | | | | 2 | | 2 |,

2
a x a x a x a− + − + − = − + −  

получим ответ: 2 2.a = ±

Задача 5.  Найти все значения параметра a, 
при каждом из которых число решений уравнения 

( )3 6 8 21
2 6 3 9 2 (3 1) 12

6
a a xx x a+ = − − − − ⋅

не меньше числа решений уравнения 
3(5x2 – a4) – 2x = 2a2(6x – 1).

Решение. Учитывая, что 
(2x3 + 6x)R = 6x2 + 6 > 0

для всех x, y1 = 2x3 + 6x — возрастающая куби-
ческая парабола.

Определим вид кривой 

( )6 8 2
2

1
3 9 2 (3 1) 12 .

6
a a xy a= − − − − ⋅

а) б) в)



№9 (719)   МАТЕМАТИКА    2011 3030

             

     y = 12x            y = –(3a – 1)2æ12x,   
1
3

a ≠

Если 
1

,
3

a =  то y2 = const (прямая).

В любом случае, уравнение y1 = y2 имеет не бо-
лее одного корня.

Точнее: если 8 1
2 0,

6
a − ≥  то один корень; 

если 8 1
2 0,

6
a − <  то корней нет.

Второе уравнение можно переписать в виде 
15x2 – (2 + 12a2)x + (2a2 – 3a4) = 0.

Отсюда: если D > 0, то у уравнения два корня; 
если D = 0, то один корень; 
если D < 0, то корней нет.

По условию, число корней первого уравнения 
должно быть не меньше числа второго. Возмож-
ны два варианта:

8 1
2 0,

6
0

a

D

⎧ − ≥⎪
⎨
⎪ ≤⎩

 или 
8 1

2 0,
6

0.

a

D

⎧ − <⎪
⎨
⎪ <⎩

Но D = 4(9a2 – 1)2 ≥ 0, значит, второй вариант 
отпадает, и получается, что 

8 1
2 0,

6
0.

a

D

⎧ − ≥⎪
⎨
⎪ =⎩

При 
1
3

a = ±  D = 0. Но 
8
3 1

2 0
6

−
− <  при 

1
3

a           .= −  

Ответ: при 1
.

3
a =

Задача 6.  В подъезде на лестничной клет-
ке 5 ступенек, на каждой ступеньке по 5 ко-
тов. Если один кот перескакивает на 1 ступень-
ку вниз, то одновременно другой кот переска-
кивает на 1 ступеньку вверх (например, пере-
скоки 4 → 3 и 1 → 2 вполне допустимы одно-
временно). Как нужно перескакивать котам, 
чтобы на первой, третьей и пятой ступеньках 
было по 5 котов, на второй — 4 кота, на четвер-
той — 6 котов?

Решение (навеяно физикой). Пусть 1 кот ра-
вен 1 единице веса. Нарисуем «весы»:

 

Если мы один грузик перевесим на одну пози-
цию вправо, а любой другой — на одну позицию 
влево, то суммарный момент сил не изменится 
и весы останутся в равновесии. Поэтому «равно-
весие весов» — инвариант указанного в условии 
задачи преобразования системы (коты на лест-
нице). В нашем случае (5 + 4 + 5 + 6 + 5) равно-
весие нарушается, поэтому задача не имеет ре-
шения.

Мы за  ЕГЭ

Автор: 
Н.И. Авилов, 

учитель 
математики 

средней школы № 7 
им. О. Казанского, 
ст. Егорлыкская, 

Ростовская 
область
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А. ШЕВКИН,
Москва ВОКРУГ ТЕОРЕМ 

ЧЕВЫ И МЕНЕЛАЯ
Теоремы Чевы и Менелая входят в программу по геометрии в де-

вятых классах с углубленным изучением математики. Пер-
вую теорему доказал итальянский инженер Джованни Чева 
(1648–1734), а вторая носит имя Менелая Александрийско-
го (I в.) потому, что сохранился арабский перевод его книги 
«Сферика», содержащий доказательство аналогичной теоре-
мы для сферического треугольника. Предполагается, что те-
орема для плоского треугольника была известна Менелаю, 
возможно, даже была им доказана. 

Обе эти теоремы имеют несколько способов доказательства — с по-
мощью теоремы о пропорциональных отрезках, с помощью 
подобия треугольников, с помощью площадей, а также с по-
мощью комбинирования перечисленных приемов доказа-
тельства. Это позволяет приступить к их изучению уже в 8-м 
классе (пример включения этого материала в учебный про-
цесс дан в учебнике [1]). Независимо от времени включения 
этих красивых теорем в учебный процесс, использование 
различных приемов их доказательства, их применение к ре-
шению задач будет способствовать развитию творческого 
подхода к доказательствам теорем и к решению задач. 

Последовательность использования теоретических фактов в статье 
соответствует учебнику А.В. Погорелова, при работе по дру-
гому учебнику, возможно, придется подобие треугольников 
применять после площадей. 

Теорема Чевы
Пусть дан треугольник ABC и на его сторонах AB, BC и AC от-

мечены точки C1, A1 и B1 соответственно (рис. 1).

Рис. 1

а) Если отрезки AА1, BB1 и CС1 пересекаются в одной точке, то 

                                              

1 1 1

1 1 1

1.
AC BA CB
C B A C B A

⋅ ⋅ =                                      (1)

б) Если верно равенство (1), то отрезки AА1, BB1 и CС1 пересе-
каются в одной точке.

На рисунке 1 изображен случай, когда отрезки AА1, BB1 и CС1 пе-
ресекаются в одной точке внутри треугольника. Это так называемый 
случай внутренней точки. Теорема Чевы справедлива и в случае 
внешней точки, когда одна из точек, А1, B1 или С1, принадлежит сто-
роне треугольника, а две другие — продолжениям сторон треуголь-
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К материалу есть приложение на CD-диске, вложенном в № 12.

О теореме Менелая 
читайте в №10/2011.
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ника. В этом случае точка пересечения отрезков 
AА1, BB1 и CС1 лежит вне треугольника (рис. 2).

Рис. 2

Как запомнить равенство Чевы?
Обратим внимание на прием запоминания ра-

венства (1). Вершины треугольника в каждом от-
ношении и сами отношения записываются в на-
правлении обхода вершин треугольника ABC, 
начиная с точки A. От точки A идем к точке B, 

встречаем точку С1, записываем дробь 1

1

.
AC
C B

 

Далее от точки В идем к точке С, встречаем точку 

А1, записываем дробь 1

1

.
BA
A C

 Наконец, от точки С 

идем к точке А, встречаем точку В1, записываем 

дробь 1

1

.
CB
B A

 В случае внешней точки порядок 

записи дробей сохраняется, хотя две «точки де-
ления» отрезка оказываются вне своих отрезков. 
В таких случаях говорят, что точка делит отре-
зок внешним образом.

Любой отрезок, соединяющий вершину тре-
угольника с любой точкой прямой, содержа-
щей противоположную сторону треугольника, 
называют чевианой.

Рассмотрим несколько способов доказатель-
ства утверждения «а» теоремы Чевы для слу-
чая внутренней точки. Чтобы доказать теорему 
Чевы, надо доказать утверждение «а» любым 
из предложенных ниже способов, а также дока-
зать утверждение «б». Доказательство утверж-
дения «б» приведено после первого способа до-
казательства утверждения «а». Доказательства 
теоремы Чевы для случая внешней точки прово-
дятся аналогично.

Доказательство с помощью теоремы 
о пропорциональных отрезках

Способ I.  а) Пусть три чевианы, AA1, BB1 и 
CC1, пересекаются в точке Z внутри треугольни-
ка ABC.

Идея доказательства заключается в том, что-
бы отношения отрезков из равенства (1) заме-
нить отношениями отрезков, лежащих на одной 
прямой. 

Через точку В проведем прямую, параллель-
ную чевиане СС1. Прямая АА1 пересекает по-

строенную прямую в точке М, а прямая, про-
ходящая через точку C и параллельная АА1, — 
в точке Т. Через точки А и С проведем пря-
мые, параллельные чевиане ВВ1. Они пересе-
кут прямую ВМ в точках N и R соответствен-
но (рис. 3). 

Рис. 3

По теореме о пропорциональных отрезках 
имеем: 

1

1

,
BA BM
A C TM

=  1

1

,
CB BR
B A BN

=  1

1

.
AC AZ BN
C B ZM BM

= =

Тогда справедливы равенства 

1 1 1

1 1 1

.
BA CB AC BM BR BN BR
A C B A C B TM BN BM TM

⋅ ⋅
⋅ ⋅ = =

⋅ ⋅

В параллелограммах ZСTM и ZСRВ отрезки 
TM, СZ и ВR равны, как противоположные сто-

роны параллелограмма. Следовательно, 1,
BR
TM

=  

и верно равенство 
1 1 1

1 1 1

1.
AC BA CB
C B A C B A

⋅ ⋅ =

Утверждение «а» теоремы Чевы доказано. 

При доказательстве утверждения «б» исполь-
зуем следующее утверждение.

Лемма 1. Если точки С1 и С2 делят отрезок AB 
внутренним (или внешним) образом в одном и 
том же отношении, считая от одной и той же точ-
ки, то эти точки совпадают. 

Докажем лемму для случая, когда точки С1 и 
С2 делят отрезок AB внутренним образом в одном 

и том же отношении: 2 1

2 1

.
AC AC
C B C B

=  

Доказательство. Из равенства 2 1

2 1

AC AC
C B C B

=  сле-

дуют равенства 

2 2 1 1

2 2 1 1

AC C B AC C B
C B C B C B C B

+ = +  и 
2 1

.
AB AB
C B C B

=

Последнее из них выполняется лишь при усло-
вии, что С1B и С2B равны, то есть при условии, 
что точки С1 и С2 совпадают.
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Доказательство леммы для случая, когда точ-
ки С1 и С2 делят отрезок AB внешним образом, 
проводится аналогично.

Доказательство утверждения «б» теоремы Чевы
Пусть теперь верно равенство (1). Докажем, 

что отрезки AА1, BB1 и CС1 пересекаются в одной 
точке.

Пусть чевианы АА1 и ВВ1 пересекаются в точ-
ке Z, проведем через эту точку отрезок CС2 (С2 ле-
жит на отрезке AB). Тогда на основании утверж-
дения «а» получаем верное равенство

                          

2 1 1

2 1 1

1.
AC BA CB
C B A C B A

⋅ ⋅ =                  (2)

Из сравнения равенств (1) и (2) заключаем, 

что 2 1

2 1

,
AC AC
C B C B

=  то есть точки С1 и С2 делят отре-

зок AB в одном и том же отношении, считая от 
одной и той же точки. Из леммы 1 следует, что 
точки С1 и С2 совпадают. Это означает, что отрез-
ки AА1, BB1 и CС1 пересекаются в одной точке, 
что и требовалось доказать.

Задание 1. Докажите, что процедура записи 
равенства (1) не зависит, от того, от какой точки 
и в каком направлении совершается обход вер-
шин треугольника.

Задание 2. Найдите длину отрезка АN на ри-
сунке 4, на котором указаны длины других от-
резков.

Рис. 4

Ответ: 8. 
Задание 3. Чевианы AM, BN, CK пересекают-

ся в одной точке внутри треугольника ABC. Най-
дите отношение CN : NA, если 

AK : KB = 3 : 4, BM : MC = 6 : 5.
Ответ: 10 : 9.
Задание 4. С помощью теоремы Чевы дока-

жите:
а) что три медианы треугольника пересекают-

ся в одной точке;
б) три биссектрисы треугольника пересекают-

ся в одной точке;
в) три высоты остроугольного треугольника 

пересекаются в одной точке.
Приведем доказательство утверждения «в» из 

учебника [1]. 
Доказательство. Пусть в остроугольном тре-

угольнике ABC точки A1, B1, C1 лежат на сторо-

нах BC, AC и AB соответственно (рис. 5). Пря-
моугольные треуголь ники AA1C и BB1C подобны 

по двум углам, поэтому 1

1

.
CA CA
B C BC

=

Рис. 5

Аналогично, из подобия прямоугольных тре-
угольников AA1B и CC1B, BB1A и CC1A следует, 
что верны равенства: 

1

1

,
BC BC
A B AB

=  1

1

.
AB AB
C A CA

=

Перемножив три полученные равенства, по-
лучим:

1 1 1

1 1 1

1.
AC BA CB
C B A C B A

⋅ ⋅ =

Равенство (1) доказано. Из теоремы Чевы сле-
дует, что три высоты остроугольного треуголь-
ника пересекаются в одной точке.

Задание 5. Докажите утверждение «в» из зада-
ния 4 без применения подобия треугольников.

Задание 6. Три окружности касаются друг дру-
га внешним образом. Центр каждой окружности 
соединили отрезком с точкой касания двух дру-
гих окружностей. Докажите, что эти отрезки пе-
ресекаются в одной точке.

Задание 7. Докажите, что прямые, проходя-
щие через вершины треугольника и точки касания 
вписанной окружности, пересекаются в одной точ-
ке. Эту точку называют точкой Жергона. 

Вневписанная окружность — это окруж-
ность, касающаяся стороны треугольника и 
продолжений двух других его сторон. Её центр 
является точкой пересечения биссектрис двух 
внешних углов треугольника (рис. 6).

Рис. 6
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Рассмотрим задания 8 и 9, с помощью кото-
рых будет решено задание 10.

Задание 8. Докажите, что каждая точка ка-
сания вневписанной окружности делит пери-
метр треугольника пополам, то есть если А1 — 
точка касания вневписанной окружности, при-
надлежащая стороне BС треугольника АBС, то 
AC + CA1 = AB + BA1 (см. рис. 6).

Решение. Рассмотрим вневписанную окруж-
ность, касающуюся стороны АВ треугольни-
ка ABC и продолжений сторон AC и BC в точ-
ках C1, M и N соответственно. По свойству каса-
тельных, прове денных из одной точки к окруж-
ности, CM = CN, AM = AC1, BN = BC1, поэто-
му CA + AC1 = C1B + BC. Это означает, что точка 
С1 делит периметр треугольника пополам. Ана-
логично показывается, что каждая из точек A1 

и B1 — точек касания вневписанной окружно-
сти со сторонами треугольника — делит пери-
метр треугольника пополам, что и требовалось 
доказать. 

Задание 9. Три вневписанные окружности 
касаются сторон треугольника ABC в точках 
A1, B1 и C1, принадлежащих сторонам BC, AC 
и AB соответственно. BC = a, AC = b, AB = c. 
Выразите через a, b и c длины отрезков, на ко-
торые точки касания делят стороны треуголь-
ника. 

Решение. Так как 

,
2

a b c
CM CN p

+ +
= = =  

то 
AM = AC1 = p – b, BN = BC1 = p – a. 

Аналогично получаем, что AB1 = p – c, CB1 =
= p – a, A1C = p – b, AB1 = p – c (см. рис. 6). 

Задание 10. Пусть дан треугольник ABC. 
Вневписанные окружности касаются его сторон 
AB, BC и AC в точках C1, A1 и B1 соответствен-
но. Докажите, что отрезки AA1, BB1 и CC1 пере-
секаются в одной точке. Эту точку называют точ-
кой Нагеля.

Задание 11. Докажите теорему Чевы для слу-
чая внешней точки.

Задание 12. С помощью теоремы Чевы дока-
жите, что три прямые, содержащие высоты тупо-
угольного треугольника, пересекаются в одной 
точке.

Доказательства с помощью подобия 
треугольников

Приведем доказательство теоремы Чевы из 
статьи [2]. Идея, изложенная там, заключается в 
том, чтобы заменить отношения отрезков из ра-
венства (1) отношениями отрезков, лежащих на 
параллельных прямых.

Способ II.   а) Пусть прямые AA1, BB1, CC1 
пересекаются в точке O внутри треугольника 
АВС (рис. 7). Через вершину С треугольника 
АВС проведем прямую, параллельную AB, и ее 
точки пересечения с прямыми AA1, BB1 обозна-
чим соответственно A2, B2. 

Рис. 7

Из подобия двух пар треугольников: CB2B1 и 
ABB1, BAA1 и CA2A1, имеем равенства

                    

1

1 2

,
AB AB
B C CB

=  1 2

1

.
CA CA
A B AB

=                   (3)

Из подобия треугольников BС1O и B2CO, AС1O 

и A2CO имеем равенства 1 1 1

2 2

,
BC C O C A
CB OC CA

= =  из кото-

рых следует, что 

                                

1 2

1 2

.
BC CB
C A CA

=                                  (4)

Перемножив равенства (3) и (4), получим ра-
венство (1).

Утверждение «а» теоремы Чевы доказано. 

Способ III.  а) Пусть три чевианы, AA1, BB1 
и CC1, пересекаются в точке Z внутри треуголь-
ника ABC.

Из вершин треугольника ABC проведем высо-
ты к трем чевианам (рис. 8). 

Рис. 8

Треугольники AMC1 и BNC1 подобны по двум 

углам, поэтому верно равенство 1

1

.
AC AM
C B BN

=  

Аналогично, верны равенства
1

1

BA BP
A C CT

=  и 1

1

.
CB CS
B A RA

=
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откуда следует, что 

                 

1 1 1

1 1 1

.
AC BA CB AM BP CS
C B A C B A BN CT RA

⋅ ⋅
⋅ ⋅ =

⋅ ⋅
 (5)

Выразив в равенстве (5) шесть отрезков через 
отрезки AZ, BZ и CZ с помощью синусов углов 
α , β  и γ , получим верное равенство: 

1 1 1

1 1 1

AC BA CB AM BP CS
C B A C B A BN CT AR

⋅ ⋅
⋅ ⋅ = =

⋅ ⋅

sin sin sin
1.

sin sin sin
AZ BZ CZ
BZ CZ AZ

⋅ α ⋅ ⋅ γ ⋅ ⋅ β
= =

⋅ β⋅ ⋅ α ⋅ ⋅ γ

Утверждение «а» теоремы Чевы доказано. 

Способ IV.   а) Пусть три чевианы, AA1, BB1 
и CC1, пересекаются в точке Z внутри треуголь-
ника ABC.

Через точку С проведем прямую, параллель-
ную чевиане ВВ1 и пересекающую прямую АА1 
в точке M. Через точку А проведем прямую, па-
раллельную чевиане ВВ1 и пересекающую пря-
мую CC1 в точке N (рис. 9). 

Рис. 9

Используя теорему о пропорциональных от-
резках и подобие треугольников, запишем ра-
венства: 

1

1

,
AC AN
C B BZ

=  1

1

,
BA BZ
A C CM

=  1

1

.
CB CZ CM
B A NZ AN

= =

Тогда 

1 1 1

1 1 1

1.
AC BA CB AN BZ CM
C B A C B A BZ CM AN

⋅ ⋅
⋅ ⋅ = =

⋅ ⋅

Утверждение «а» теоремы Чевы доказано.  

Доказательства с помощью площадей
Рассмотрим доказательства теоремы Чевы с 

помощью площадей. Первое из них, изложенное 
в книге А.Г. Мякишева [3], простое и опирает-
ся на утверждения, которые мы сформулируем в 
виде заданий 13 и 14.

Задание 13. Отношение площадей двух тре-
угольников с общей вершиной и основаниями, ле-
жащими на одной прямой, равно отношению длин 
этих оснований. Докажите это утверждение.

Задание 14. Докажите, что если ,
a c
b d

=  то 

a a c
b b d

+
=

+
 и .

a a c
b b d

−
=

−
 

Способ V.   а) Пусть отрезки AА1, BB1 и CС1 
пересекаются в точке Z (рис. 10), тогда 

                      

1

1

1

1

,AC C

C BC

SAC
C B S

=  1

1

1

1

.AC Z

C BZ

SAC
C B S

=                   (6)

Рис. 10

Из равенств (6) и второго утверждения зада-
ния 14 следует, что 

1 1

1 1

1

1

AC C AC Z

C BC C BZ

S SAC
C B S S

−
=

−
, или 1

1

.ACZ

BCZ

AC S
C B S

=

Аналогично получим, что 
1

1

ABZ

ACZ

BA S
A C S

=  и 1

1

.BCZ

ABZ

CB S
B A S

=

Перемножив три последние равенства, получим: 
1 1 1

1 1 1

1,ACZ ABZ BCZ

BCZ ACZ ABZ

AC BA CB S S S
C B A C B A S S S

⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =  

то есть верно равенство (1), что и требовалось до-
казать.

Утверждение «а» теоремы Чевы доказано.

Отношение площадей треугольников с общим 
основанием, которое использовалось в приве-
денном способе доказательства, можно получить 
другим способом. Приведем доказательство тео-
ремы Чевы из статьи [4].

Способ VI.  а) Пусть прямые AA1, BB1 и CC1 
пересекаются в точке O. Опустим из вершин А и 
В треугольника АВС перпендикуляры AA0, BB0 
на прямую CC0 (рис. 11). Треугольники AC1A0 и 
BC1В0 подобны, следовательно, 

1 0

1 0

.AOC

BOC

AC AA S
C B BB S

= =

Рис. 11
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Аналогичным образом получаем, что 
1

1

BOA

COA

BA S
A C S

=  и 1

1

.COB

AOB

CB S
B A S

=

Перемножив полученные равенства, получим: 
1 1 1

1 1 1

1.
AC BA CB
C B A C B A

⋅ ⋅ =

Утверждение «а» теоремы Чевы доказано. 

Задание 15. Пусть чевианы пересекаются в 
одной точке внутри треугольника и разбивают 
его на 6 треугольников, площади которых рав-
ны S1, S2, S3, S4, S5, S6 (рис. 12). Докажите, что 
S1æS3æS5 = S2æS4æS6. 

Рис. 12

Задание 16. Найдите площадь S треугольни-
ка CNZ (площади других треугольников указа-
ны на рисунке 13).

Рис. 13

Ответ: 15. 
Задание 17. Найдите площадь S треугольника 

CNO, если площадь треугольника АNO равна 10 
и AK : KB = 2 : 3, BM : MC = 1 : 2 (рис. 14).

Рис. 14

Ответ: 30.
Задание 18. Найдите площадь S треугольни-

ка CNO, если площадь треугольника АBC рав-

на 88 и AK : KB = 2 : 3, BM : MC = 1 : 2 (см. 
рис. 14).

Решение. Так как AK : KB = 2 : 3, то обозна-
чим SAKO = 2x, SBKO = 3x. Так как BM : MC = 1 : 2, 
то обозначим SBMO = y, SCMO = 2y. Из теоремы 

Чевы следует, что 2 1
1,

3 2
CN
NA

⋅ ⋅ =  и тогда 3.
CN
NA

=  

Если SCNO = S, то 
3ANO

S
S =  (рис. 15). У нас три не-

известные величины (x, y и S), поэтому для на-
хождения S составим три уравнения. 

Рис. 15

Так как SABC = 88, то 4
3 5 88.

3
S

y x+ + =  Так как 

SAOC : SBOC = 2 : 3, то 1 4 3
,

2 3 3
S y

⋅ =  откуда 3y = 2S. 

Так как SAOBæSAOC = 1 : 2, то 1 4 2
5 .

2 3 3
S S

x = ⋅ =  

Итак, 4 2
2 88,

3 3
S S

S+ + =  откуда S = 22.  

Задание 19.  (МГУ, заочные подготовитель-
ные курсы.) В треугольнике ABC точки K и L 
принадлежат соответственно сторонам AB и BC. 
AK : KB = 1 : 2, CL : LB = 2 : 1. P — точка пере-
сечения отрезков AL и CK. Площадь треугольни-
ка PBC равна 1. Найдите площадь треугольни-
ка ABC. 

Ответ: 1,75. 
Задание 20. (Теорема Жергона и ее следствие.) 

Докажите, что если прямые, соединя ющие вер-
шины треугольника ABC с точками противопо-
ложных сторон A1, B1 и C1, пересекаются в точке 
Z, то верно равенство:

а) 1 1 1

1 1 1

1;
ZA ZB ZC
A A B B C C

+ + =  

б) 
1 1 1

2.
ZA ZB ZC
A A B B C C

+ + =

Идея доказательства теоремы Жергона заклю-
чается в замене отношений длин отрезков отно-
шениями площадей. Покажем применение этой 
идеи при доказательстве более сложного утверж-
дения.

Задание 21. Докажите, что если прямые, сое-
диняющие вершины треугольника ABC с точка-
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ми противоположных сторон A1 и B1, взятыми 
на продолжениях сторон BC и AC соответствен-
но, и точкой C1, взятой на стороне AB, пересека-
ются в точке Z (рис. 16), то:

а) 1 1 1

1 1 1

1;
ZA ZB ZC
AA BB CC

+ − =  

б) 
1 1 1

0.
ZA ZB ZC
AA BB CC

+ − =

Рис. 16

Доказательство. а) Пусть ha, hb, hc — высоты 
треугольника ABC, Ha, Hb, Hc — расстояния от 
точки Z до прямых BC, AC, AB соответственно. 
Из подобия прямоугольных треугольников с об-

щим острым углов имеем: 1

1

.a

a

ZA H
AA h

=  Отношение 

a

a

H
h

 равно отношению площадей треугольников 

ZBC и ABC с общим основанием BC: ,a ZBC

a ABC

H S
h S

=  

то есть 1

1

.ZBC

ABC

ZA S
AA S

=  

Аналогично получим, что 

1

1

b ZAC

b ABC

ZB H S
BB h S

= =  и 1

1

.c ZAB

c ABC

ZC H S
CC h S

= =

Тогда 
1 1 1

1 1 1

ZBC ZAC ZAB

ABC ABC ABC

ZA ZB ZC S S S
AA BB CC S S S

+ − = + − =

1,ZBC ZAC ZAB ABC

ABC ABC

S S S S
S S

+ −
= = =

что и требовалось доказать. 
б) Преобразуем левую часть доказываемого 

равенства, используя результат, полученный 
при выполнении задания 21 (а):

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

ZA ZB ZC AA ZA BB ZB CC ZC
AA BB CC AA BB CC

− − −
+ − = + − =

1 1 1

1 1 1

1 1 1
ZA ZB ZC
AA BB CC

= − + − − + =

1 1 1

1 1 1

1 1 1 0,
ZA ZB ZC
AA BB CC

⎛ ⎞
= − + − = − =⎜ ⎟⎝ ⎠

что и требовалось доказать.
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– Рома, и как же пройдет это сечение?
– Погоди, дай соображу!
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ИЮЛЬ

1 Пятница
Развивай мышление

Среди всех трехзнач-
ных чисел, в записи ко-
торых все цифры раз-
личны, выбрали наи-
большее и наименьшее 
числа. Чему равна раз-
ность этих чисел?

3 Воскресенье
Совет 3. Воспринимай математические 
примеры как игру! Никаких пробелов в 
знаниях быть не должно, все пройденные 
правила и теоремы надо знать наизусть — 
именно они основа всего, без них не обой-
тись, как и без карты местности, где зарыт 
клад.

2 Суббота
Готовься к экзамену

1. Из данных чисел 
1

,
2

 0,45, 1
,

4
 0,2 выбе-

ри наименьшее.
2. Упрости выражение –3xy2æ(–2)xy3.
     1) 6x2y6    2) –6x2y5    3) 6x2y5    4) –6x2y6

3. Реши уравнение 2 3 5 2
.

6 3 3
x x− +

+ =

4. Для каждой точки укажи соответствую-
щую ей координатную четверть.
А(–4; 2)     Б(6; 8)  
В(–1; –9)  Г(2; –3)

1) I        2) II    
3) III    4) IV

5. У двух друзей 
140 р. Когда пер-
вый потратил 26 р., 
а второй 60 р., у 
первого осталось 
денег в 2 раза боль-
ше, чем у второго. 
Сколько денег было у каждого первоначально?

Ответы к заданиям

1.

2. 1 2 3 4

 3.  _______________
4. А Б В Г

 5. Запиши решение.

ДЛЯ УЧАЩИХСЯ, ОКОНЧИВШИХ 7 КЛАСС

ЛЕТНИЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ  КАЛЕНДАРЬЛЕТНИЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ  

Считай несчастным тот день или тот час, в который ты не усвоил 
ничего нового и ничего не прибавил к своему образованию. 

Я.А. Коменский
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К материалу есть приложение на CD-диске, вложенном в № 8.



3939 2011    МАТЕМАТИКА    №9 (719)  

ЛЕТНИЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ  КАЛЕНДАРЬ  КАЛЕНДАРЬ

5 Вторник
Тема: «Признаки равенства 
треугольников»

1. Сформулируй три при-
знака равенства треуголь-
ников.

2. Докажи равенство 
тре угольников, приме-
няя один из признаков.

4 Понедельник
Тема: «Стандартный вид чисел-
великанов»

1. Запиши числа в стандартном виде: 
34000000000; 91800000; 800; 324509000.
2. Население Китая 1 млрд 200 млн человек. 

Запиши эту величину в стандартном виде.
3. Среднее расстояние до Солнца около 

150 млн км. Представь эту величину в стан-
дартном виде.

Для повторения

Каждое число, большее 10, можно запи-
сать в виде aæ10n, где 1 ≤ a < 10 и n — на-
туральное число. Такая запись называется 
стандартным видом числа.

8 Пятница
Развивай мышление

С одного участка собрали 
320 кг моркови, а с другого 
в 2 раза больше. Четвертую 
часть всей моркови отдали 
на корм кроликам, половину 
оставшейся моркови разло-
жили в ящики по 18 кг и от-
правили в санаторий. Сколь-
ко ящиков моркови отправи-
ли в санаторий?

9 Суббота
Готовься к экзамену

1. Отрезок длиной 50 см разделили в отно-
шении 3 : 7. Найди длину большей части.

2. Соотнеси пару чисел с ее наименьшим 
общим кратным.

А) 12 и 15    Б) 4 и 18    В) 6 и 24
     1) 24         2) 36            3) 60  
3. Упрости выражение 

2 3
4 3 2 0,6 .

5 4
x x⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1) 13,5 – 2,8x
2) 13,5 – 0,4x
3) 10,5 – 2,8x
4) 10,5 – 14,8 x

4. Вычисли: 

( )
( )

42 4

33

27 3
.

9 27

⋅

⋅

5. В жилом 
доме 50 квартир, 
одни из них двухкомнатные, другие — трех-
комнатные. Сколько квартир каждого вида 
в этом доме, если в доме всего 115 комнат?

6 Среда
Проверь себя

Тема: «Системы линейных уравнений»
Реши системы способом подстановки:

1. 
3 7,
2 3 1;

x y
x y

+ =⎧
⎨ − =⎩ .

 2. 
5 7,

3 2 5;
x y

x y
+ =⎧

⎨ + = −⎩ .
 3. 

3 3,
3 2 0.

x y
x y

− =⎧
⎨ − =⎩

7 Четверг
Тема: «Задачи на работу»

1. Бригада планировала заготовить лес за 
6 дней, но, перевыполняя нормы ежедневно 
на 16 м3, она справилась за 4 дня. Сколько 
кубометров заготовляла бригада в день?

2. Фермер планировал провести сев за 14 
дней. Но ежедневно засевал на 30 га больше, чем 
планировал, и за 4 дня до срока осталось засеять 
20 га. Сколько гектаров должно быть засеяно?

10 Воскресенье

Совет 4. Необходимо хорошо понимать 
смысл правил и теорем! Ты не сдвинешься с 
места, если просто вызубрить все теоремы. 
Необходимо хорошо представлять себе, о чем 
именно в них идет речь. Мало поможет то, что 
«квадрат гипотенузы равен сумме квадратов 
катетов», если ты не представляешь, что та-
кое катет и где он находится. Во время объяс-
нения нового материала не стесняйся спра-
шивать учителя, что непонятно, поскольку 
учитель для этого и находится в классе.

Ответы к заданиям

1.

2. А Б В

3. 1 2 3 4

 4.  _______________
 5. Запиши решение.
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11 Понедельник
Тема: «Уравнения»

Реши уравнение.
1. 2x = 10. 2. 10x = 2.
3. –2x = 10. 4. –10x = 2.
5. 2x = –10. 6. 10x = –2.
7. –2x = –10. 8. –10x = –2.
9. 2(x – 5) = 2x – 10.

10. 2 – 2(10 – x) = 2(x – 10) + 10.

11. 10 2
.

2 10
x x− −

=

15 Пятница
Развивай мышление
Внук спросил свое-
го дедушку: «Сколь-
ко тебе лет?» Дедуш-
ка ответил: «Если 
я проживу полови-
ну того, что я про-
жил, да еще 1 год, то 
мне будет 100 лет». 
Сколько лет дедуш-
ке?

16 Суббота
Готовься к экзамену

1. Какую прямую не пересекает график 
функции y = –2x + 4?

1) y = x – 1           
2) y = 2x + 2    
3) y = –x + 4        
4) y = –2x – 3

2. Вычисли: 

( )65 2

7

(–2)     2
.

4

⋅

3. Реши уравнение 

2 3
3                       .

3 2
x x−

− =

4. Соотнеси дробь, которая выражает долю 
некоторой величины, и соответствующие ей 
проценты.

А) 
1
2

            Б) 0,1       В) 
1
4

            Г) 
4
5

     1) 10%       2) 25%       3) 50%       4) 80%

5. Упрости выражение 
2

2

10 25 4 8 2
2 4 25 5

c c c
c c c

− + +
⋅ +

+ − +
 

и найди его значение при c = –3.

12 Вторник
Тема: «Свойства углов, образованных 
двумя параллельными прямыми 
и секущей»
Найди величины пронумерованных углов, 
если a C b.

13 Среда
Проверь себя

Тема: «Сложение и вычитание 
алгебраических дробей»

1. 2 2

4 3 3c y
c y c y

+
− =

− −

2.  
1

y c
+ =

−  

3.  
4

5 5y c
− =

+  
Для самоконтроля

14 Четверг 
Тема: «Задачи на проценты»

1. Груши при сушке теряют 80% своего 
веса. Сколько сушеных груш получится из 
35 кг свежих?

2. Вес изюма, получаемого при сушке ви-
нограда, составляет 32% от массы виногра-
да. Из какого количества винограда получит-
ся 2 кг изюма?

17 Воскресенье

Совет 5. Окружи себя формулами, кото-
рые тебе необходимо выучить. Напиши их 
на листах бумаги и повесь в своей комнате 
или около зеркала. Постоянно натыкаясь 
на них, ты запомнишь их как навязчивую 
телевизионную рекламу и, в случае надоб-
ности, всегда сможешь вызвать их из па-
мяти.

Ответ: 
()

22

4
.

5
cy

yc
+
−

Ответы к заданиям

1. 1 2 3 4

2.
 3.  _______________
4. А Б В Г

 5. Запиши решение.
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18 Понедельник
Тема: «Расположение чисел 
на координатной прямой»

1. Даны числа: 0; 1; 7; –5; 
1

;
2

 
1

3 ;
4

−  4; –2,5. 

Отметь их на координатной прямой.
2. Числа x и y отмечены точками на коор-

динатной прямой.

а) Запиши в порядке возрастания числа 
1

,
x

 
1
y

 и 1.

б) Сравни: –x и y;  y3 и y2.

22 Пятница
Развивай мышление

В пакетах лежит 20 яблок, причем в одном 
пакете в 2 раза меньше, чем в каждом из двух 
других. Сколько яблок в каждом пакете?

23 Суббота
Готовься к экзамену

1. Соотнеси график функции с точкой ее 
пересечения с осью Ox.

А) y = 1 – x    Б) y = 2x + 4    В) y = 3x – 6
     1) (1; 0)     2) (–1; 0)     3) (–2; 0)     4) (2; 0)
2. Раскрой скобки и приведи подобные 

слагаемые: 
–2(4x – 3y) – 3(2y – 5x).

3. Вычисли: ( )39 3

7

2 7
.

14

⋅

4. Реши уравнение 
80 16(4 154)

55.
48

x+ +
=

1) 1,5    2) 2    
3) 3        4) 2,5    

5. Хозяин овощ-
ной лавки купил 
на оптовом рынке 
100 кг помидор и 
заплатил 4000 ру-
блей. В конце дня 
оказалось, что 
10% помидоров 
испортилось, и их не смогли продать. Осталь-
ные помидоры продали по цене 50 р. за кило-
грамм. Какую прибыль получил хозяин?

19 Вторник
Тема: «Равнобедренный треугольник»

1. Найди стороны 
равнобедренного тре-
угольника, если из-
вестно, что боковая 
сторона на 3 см боль-
ше основания, а пери-
метр треугольника равен 42 см.

2. На каждом рисунке найди неизвестные 
углы треугольника.

20 Среда
Проверь себя

Тема: «Сокращение дробей»
Сократи дроби.

1. 
8 9

2 11

12
.

4
a x

a x
 2. 

2 2 .
x y

x y
−
−  

3. 
2 22

.
a ay y

a y
− +

−

4. 
2 2

2 2 .
2

n x
n nx x

−
+ +  

5. 2

3 12
.

16
c

c
−
−

21 Четверг
Тема: «Задачи на движение»

1. Лодка проплывает расстояние между се-
лениями, стоящими на берегу, за 4 ч по тече-
нию реки и за 8 ч против течения. Скорость 
течения реки 2 км/ч. Найди расстояние меж-
ду селениями.

2. Моторная лодка за одно и то же время мо-
жет проплыть 36 км против течения реки и 
48 км по течению. Найди собственную скорость 
лодки, если скорость течения реки 3 км/ч.

24 Воскресенье
Совет 6. Не ломай голову в одиночестве! 
Длинные тоскливые примеры и сложнейшие 
задачи прямо-таки оживают, если к их ре-
шению приступить в компании с другом или 
подругой. Обмениваясь своими вариантами 
решения, легче и веселее идти к истинному 
ответу.

Ответы к заданиям
1. А Б В

 2.  _______________

3.

4. 1 2 3 4

 5. Запиши решение.

x 0 y 1
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25 Понедельник
Тема: «Способ группировки»

Разложи на множители:
1. ac – 3bd + ad – 3bc. 
2. 18a2 – 27ab + 14ac – 21bc.
3. x3 – 4x2 – 4x + 16. 
4. x3 + 2x2 – x – 2.
5. x3 – 5x2 – 9x + 45.
Для повторения

Чтобы разложить многочлен на множите-
ли способом группировки, нужно:

— объединить члены многочлена в такие 
группы, которые имеют общий множитель в 
виде многочлена;

— вынести этот общий множитель за скобки.

28 Четверг
Тема: «Текстовые задачи»

1. На платье и три сарафана ушло 9 м тка-
ни, а на три таких же платья и пять сарафа-
нов — 19 м ткани. Сколько ткани требуется 
на платье, а сколько на сарафан?

2. На турбазе 25 палаток и домиков, вместе 
взятых. В каждом домике живет 4 человека, 
а в каждой палатке – 2 человека. Сколько на 
турбазе палаток и сколько домиков, если на 
турбазе отдыхают одновременно 70 человек?

29 Пятница
Развивай мышление

Толя начал 
читать книгу, 
когда Сережа 
уже прочи-
тал 24 стра-
ницы той же 
книги. Дого-
нит ли Толя 
Сережу через 5 дней, если он читает в день 18 
страниц, а Сережа — 12 страниц.

30 Суббота
Готовься к экзамену

1. Сократи дробь 
2

2

7 14
.

42 21
a a
a a
−

−
2. Какая точка расположена внутри тре-

угольника, образованного прямыми 
x = 5,      y = 3,      y = –x + 3?

1) (1; 1)    2) (–2; 2)    3) (2; 2)    4) (0; 0)
3. Соотнеси число с его стандартным видом.
А) 5900000    Б) 590æ103    В) 590 млн
     1) 5,9æ105     2) 5,9æ108     3) 5,9æ106     
     4) 59æ105     5) 590æ106

4. Летом кило-
грамм клубники 
стоит 90 р. Мама 
купила 1 кг 400 г 
клубники. Сколь-
ко сдачи она 
должна получить 
с 1000 р.?

5. Реши систе-
му уравнений 

2 2

2 2

( 4) ( 2) 2 23,

( 5) ( 1) 6 15.

x x y

y y x

⎧ + − + = +⎪
⎨

+ − + = +⎪⎩

26 Вторник
Тема: Виды углов»

Используя рисунок, выпиши углы указан-
ных видов:

острые; 
вертикальные;
прямые; 
накрест лежащие;
тупые; 
односторонние;
смежные; 
соответственные.

27 Среда
Проверь себя

Тема: «Степень с натуральным 
показателем»

Вычисли устно:
33; –33; 34; (–3)4; –34; 18;

(–1)8; (0,3)2; (0,3)3; 
32

;
5

⎛ ⎞−⎜ ⎟⎝ ⎠
21

1 ;
4

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎝ ⎠  

4
4 1

20 ;
10

⎛ ⎞⋅⎜ ⎟⎝ ⎠  
8

6 6

10
;

2 5⋅  
5

5

14
.

7

31 Воскресенье

Совет 7. Внимательно читай задание! Очень 
часто ключ к решению задачи таится в ее 
условии, и все наши неудачи из-за того, что 
невнимательно прочитали задание. Поэто-
му читай задание внимательно и вдумчиво и 
только потом приступай к решению.

Ответы к заданиям
 1.  _______________

2. 1 2 3 4

3. А Б В

4.
 5. Запиши решение.
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Г. ФИЛИППОВСКИЙ, 
Киев РАВНОВЕЛИКОСТЬ 
В ПОСТРОЕНИЯХ 
ОДНОЙ ЛИНЕЙКОЙ
Задачи на равенство площадей (равновеликость) сами по себе под-

разумевают определенную эрудицию в геометрии. Тем бо-
лее при ограничении в инструментах, которыми можно 
пользоваться. Что это за ограничения? В задачах, о которых 
пойдет речь, построения выполняются не циркулем и ли-
нейкой, как традиционно принято, а одной линейкой! Воз-
можно ли это?

У истоков построения одной линейкой стоит замечательный швей-
царский геометр Якоб Штейнер (1796–1863). Он составил 
коллекцию задач, которые выполняются при помощи одной 
линейки. Он также показал, что «линейка может не все», но 
если в плоскости чертежа задать окружность с центром, то 
одна линейка «станет равна линейке с циркулем». Возвраща-
ясь к построениям одной линейкой, отметим, что лемма 1, 
о которой говорится ниже, — не что иное, как задача Якоба 
Штейнера. 

Однако прежде, чем перейти к задачам на равновеликость для 
одной линейки, напомним некоторые факты и леммы, кото-
рые будут способствовать решению этих задач.

Факт 1. Медиана делит треугольник на две равновеликие части.
Покажите!
Факт 2. Диагонали трапеции делят ее на четыре треугольни-

ка. Треугольники, прилегающие к боковым сторонам трапеции, 
равновелики.

Покажите, что на рисунке 1 S1 = S2.

Рис. 1

Лемма 1. (О двух параллельных и точке.) Через точку K вне 
параллельных прямых a и b можно при помощи одной линейки 
провести прямую параллельно a и b.

На рисунке 2 порядок проведения линий указан цифрами.

Рис. 243
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ABCQ

 = S
ADCQ

S
AEHO

 = S
AWXZ

SQCT = SABC

SABC = SQCT

SKDP = SFGR

S1 = S2
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К материалу есть приложение на CD-диске, вложенном в № 12.
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Лемма 2. (Об отрезке с серединой.) Если дан 
отрезок BC с его серединой M, то через любую 
точку N можно с помощью одной линейки прове-
сти прямую параллельно BC .

На рисунке 3 порядок проведения линий ука-
зан цифрами.

6

Рис. 3

Что касается самих задач на равновеликость, то 
мы разобьем их на три группы в зависимости от 
фигур, подлежащих рассмотрению. Напомним, 
что все построения выполняются одной линейкой.

Группа 1. Треугольник
Задача 1. Дан треугольник ABC и точка M — 

середина стороны BC. Постройте точку Q, отлич-
ную от M, такую, что SABQ = SACQ.

Решение. В качестве точки Q подойдет лю-
бая точка прямой AM. Поскольку вершины B и 
C равноудалены от прямой AM (покажите), то 
треугольники ABQ и ACQ имеют общее основа-
ние AQ и равные высоты BE и CF (рис. 4). 

Рис. 4

Задача 2. Дан треугольник ABC, точка T на 
стороне BC и точка K — середина AT (рис. 5). На 
продолжении CA постройте точку Q такую, что-
бы треугольник QCT был равновелик треуголь-
нику ABC.

Рис. 5

Решение. Проведем через B прямую q, парал-
лельную AT (лемма 2). Прямые CA и q пересе-
кутся в искомой точке Q. Действительно, S1 = S2 
(факт 2), следовательно, SQCT = SABC.

Задача 3. В окружность ω с центром O впи-
сан треугольник ABC с указанным инцентром I 
(точкой пересечения биссектрис). Разделите тре-
угольник ABC на две равновеликие части.

Решение. Пусть прямая AI пересекает ω в точ-
ке W (рис. 6). Радиус OW и хорда BC пересекают-
ся в точке M — середине BC (покажите!). Остает-
ся провести медиану AM.

Рис. 6

Задача 4. В окружность ω с центром O вписан 
треугольник ABC с указанным ортоцентром H 
(точка пересечения высот). Тремя линиями раз-
делите треугольник ABC на две равновеликие 
части.

Решение. Первая линия — прямая AO, кото-
рая пересекает ω в точке D (рис. 7). 

Рис. 7

Вторая линия — отрезок DH, пересекающий 
BC в его середине M (покажите!). 

Третья линия — медиана AM.

Задача 5. При том же условии (ω с центром O; 
треугольник ABC с ортоцентром H) разделите 
треугольник ABC на две равновеликие фигуры: 
треугольник и четырехугольник.

Решение. Пусть прямая AH пересекает BC в 
точке 1H , а ω — в точке N (рис. 8). Тогда HH1 =
= H1N (точки, симметричные ортоцентру тре-
угольника относительно его сторон, лежат на опи-
санной около этого треугольника окружности). 

Через O проведем прямую параллельно HN 
(лемма 2). Она пересекает сторону BC в ее сере-
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дине M и AC в некоторой точке Q. Отрезок QH1 
разделит треугольник ABC на две равновеликие 
фигуры: треугольник CQH1 и четырехугольник 
AQH1B, поскольку S1 = S2 (факт 2).

N
Рис. 8

Группа 2. Параллелограмм, 
прямоугольник, трапеция

Задача 6. Из параллелограмма ABCD выре-
зан параллелограмм KLNT. Разделите оставшу-
юся фигуру на две равновеликие части.

Решение. Пусть диагонали AC и BD пересека-
ются в точке O, а диагонали KN и LT — в точке 
Q (рис. 9). Тогда прямая QO будет искомой (по-
кажите!). 

Рис. 9

Задача 7. Дан параллелограмм ABCD и точ-
ка K на продолжении AD. Постройте параллело-
грамм AKEF, равновеликий ABCD.

Решение. Проведем через точку K прямую k, 
параллельную стороне CD (лемма 1). Пусть пря-
мые BC и k пересекаются в точке N, а прямые 
AN и CD пересекаются в точке T (рис. 10). Пря-
мая, проведенная через T параллельно BC и AD 
(лемма 1), в пересечении с k и AB даст соответ-
ственно искомые точки E и F. Действительно, 
из подобия треугольников ATD и ANK следует: 

1 ,
AD h
AK h

=  или ADæh = AKæh1, что и означает ра-

венство площадей параллелограммов ABCD и 
AKEF.

Рис. 10

Задача 8. Дан прямоугольник ABCD. Разде-
лите его на четыре равновеликие части прямы-
ми, выходящими из вершины A.

Решение. Находим точки T и Q — соответ-
ственно середины BC и CD. Построить эти точ-
ки нам поможет лемма о трапеции: точка пере-
сечения диагоналей трапеции, точка пересече-
ния продолжений ее боковых сторон и середи-
ны оснований лежат на одной прямой. Остает-
ся после этого соединить точку A с точками T, C 
и Q (рис. 11), в результате чего прямоугольник 
ABCD будет разделен на четыре равновеликие 
части (покажите!).

Рис. 11

Задача 9. В трапеции ABCD, где BC C AD, 
проведена диагональ BD и указана точка K — 
ее середина. Через вершину B проведите пря-
мую, делящую трапецию на две равновеликие 
части.

Решение. Через K проводим прямую EF па-
раллельно основаниям (лемма 1). EF является 
средней линией трапеции ABCD (рис. 12). Пусть 
прямые BF и AD пересекаются в точке N. Оче-
видно, треугольник ABN равновелик трапеции 
ABCD (œ BCF = œ NDF). Остается в треуголь-
нике ABN провести медиану BM (факт 1), что 
нетрудно сделать, воспользовавшись леммой о 
трапеции (AEFD — трапеция). 

Рис. 12

Задача 10. Дана трапеция ABCD, где BC C AD, 
и точка T — середина стороны CD. На диагонали 
AC найдите точку Q такую, чтобы треугольники 
ABC и CDQ были равновелики.

Решение. Через вершину B проводим прямую 
q, параллельную стороне CD (лемма 2). Эта пря-
мая пересекает AC в искомой точке Q (рис. 13). 
Действительно, для трапеции ABCD SAOB = 
= SCOD (факт 2). А для трапеции BCDQ SBOC = SQOD 
(вновь согласно факту 2). Вот и получается, что 
SCQD = SABC.
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Рис. 13

Группа 3. Четырехугольник и другие 
фигуры

Задача 11. Дан четырехугольник ABCD и 
прямая l, параллельная диагонали AC. Раздели-
те четырехугольник ABCD на две равновеликие 
части.

Решение. Имея прямую l, параллельную AC, 
находим середину AC — точку Q, воспользовав-
шись леммой о трапеции. Ломаная BQD (рис. 14) 
будет искомой, так как BQ и DQ — медианы в 
треугольниках ABC и ACD соответственно. 

Рис. 14

Задача 12. В окружность ω с центром O впи-
сан четырехугольник ABCD, сторона AD кото-
рого является диаметром окружности (рис. 15). 
Впишите в окружность треугольник, равновели-
кий ABCD.

Рис. 15

Решение. Проведем диаметр BQ. Треуголь-
ник ACQ является искомым. И вот почему: 

1
sin .

2ABCDS AC BD= ⋅ ⋅ ϕ  Поскольку ABDQ — прямо-

угольник, то AQ = BD и AQ C BD. Тогда F CAQ = ϕ,  
1

sin .
2ACQ ABCDS AC AQ S= ⋅ ⋅ ϕ =

Задача 13. В окружность ω с центром O впи-
сан четырехугольник ABCD с перпендикуляр-

ными диагоналями AC и BD. Проведя не более 
двух линий, разделите ABCD на две равновели-
кие части.

Решение. Покажем, что отрезки AO и CO разде-
лят площадь четырехугольника ABCD пополам 
(рис. 16). Если провести OQ B BD, то, очевидно, 
BQ = QD. Тогда SABCQ = SADCQ (AQ и CQ — меди-
аны в треугольниках ABD и BCD соответствен-
но). Но AOQC — трапеция, и S1 = S2 (факт 2). 
Следовательно, SABCO = SADCO.

Рис. 16

Задача 14. Из двух прямоугольников состави-
ли некоторую фигуру ABCDEF (рис. 17). Разде-
лите ее на две равновеликие части.

Рис. 17

Решение. Сначала построим точку G — четвер-
тую вершину «пустого» прямоугольника FEDG. 
Затем найдем точки O и Q пересечения диагона-
лей FEDG и ABCG соответственно. Прямая OQ 
будем искомой (покажите!). 

Задача 15. Противоположные стороны шести-
угольника ABCDEF равны и параллельны. Впи-
шите в него треугольник, равновеликий остав-
шейся части шестиугольника.

Рис. 18

Решение. Пусть ABCDEF — шестиугольник, 
в котором равны и параллельны такие пары сто-
рон: AB и DE; BC и EF; CD и AF (рис. 18). Пока-
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жем, что площадь треугольника ACE составляет 
как раз половину площади данного шестиугольни-
ка ABCDEF. Построим мысленно точку K такую, 
что AK  C EF и AK = EF. Тогда мы получим три па-
раллелограмма: ABCK, KCDE и AKEF. Посколь-
ку диагональ параллелограмма делит его площадь 
пополам, то, очевидно, треугольник ACE равнове-
лик оставшейся части данного шестиугольника. 

Задачи для самостоятельного решения
16. Дан треугольник ABC, его инцентр I, а так-

же точка K — середина ломаной BAC. Разделите 
треугольник ABC на две равновеликие части.

17. Дан треугольник ABC, отрезок TM с его 
серединой — точкой N (T ∈ AC, M — середина 
BC). Через T проведите прямую, делящую треу-
гольник ABC на две равновеликие части.

18. Дан параллелограмм ABCD и точка K вне 
параллелограмма. Проведите через K прямую, 
делящую ABCD на две равновеликие части.

19. Дана трапеция ABCD. Наименьшим чис-
лом линий постройте три пары равновеликих 
треугольников.

20. ABCD — выпуклый четырехугольник, в 
котором указана точка T — середина диагона-
ли BD. На продолжении AB найдите точку Q та-
кую, чтобы треугольник AQD был равновелик 
четырехугольнику ABCD.

21. В окружность ω с центром O вписан тре-
угольник ABC. Постройте четырехугольник, 
вписанный в ω и равновеликий треугольнику 
ABC.
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Я КОБ ШТЕ ЙНЕР (1796 г., Утценедорф, Швейцария — 1863 г., Берн) — швейцарский математик.
Штейнер получил образование в Ифертене у Песталоцци, в школе-интернате, созданном 

педагогом-просветителем для детей бедняков. Сотрудники интерната ездили по всей стране 
в поисках талантливых детей, уговаривая их родителей отдать детей учиться. Юного Якоба они 
встретили в горах, пасущим овец. Восемнадцатилетний пастух с трудом умел читать и писать, 
но его познания в математике, приобретенные интуитивным путем, потрясли их. Они убедили 
отца Якоба — бедного крестьянина — отдать сына в интернат. 

В 1818 г. он поступил в Гейдельбергский университет. Окончив там образование, в 1821 г. 
Штейнер поступил в Берлине учителем в частный институт, а с 1825 по 1835 гг. был учителем 
математики в Берлинском городском промышленном училище. Но учителем он был неваж-
ным — его раздражали ученики, не интересовавшиеся математикой, а вот университетским 
преподавателем — выдающимся. 

С 1835 г. он начал преподавание в Берлинском университете в качестве экстраординарного профессора математики. 
Студенты, интересовавшиеся геометрией, вдохновляли его. Его яркие по форме и темпераментные по исполнению лекции 
сразу стали пользоваться большим успехом. Нравилось студентам и решать задачи, которые ставил перед ними Штейнер.

В 1834 г. за создание основ синтетической геометрии кривых линий и поверхностей 2-го и высших порядков он был 
избран членом Берлинской академии наук. Умирая, он завещал часть своего состояния Берлинской академии наук для 
премии за сочинения по синтетической геометрии, а часть – родному кантону на премию за успехи в изучении математи-
ки ученикам начальной школы для детей бедняков.

Все его сочинения изданы Вейерштрассом в Берлине в 1881–1882 гг.
Книга Я. Штейнера «Геометрические построения, выполняемые с помощью прямой линии и неподвижного круга» по 

справедливости считается классическим сочинением. В ней дается применение принципов синтетической геометрии, 
одним из создателей которой был автор, к решению вопросов элементарной геометрии. Книгу, представляющую собой 
переиздание перевода, выходившего в 1910 г. в Харькове в серии «Харьковская математическая библиотека», можно 
найти здесь: http://math.ru/lib/38. 
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АРИФМЕТИЧЕСКАЯ ПРОГРЕССИЯ
an = a1 + (n + 1)d, 

n ≥ 1

Немецкий математик Карл Фридрих Гаусс, еще будучи 
школьником, сумел за считанные секунды найти сумму 
всех натуральных чисел от 1 до 100:

1 + 2 + 3 + … + 99 + 100 = ?
Он заметил, что суммы равноотстоящих от концов чисел 

равны: 
1 + 100 = 2 + 99 = 3 + 98 = … = 50 + 51 = 101. 

Всего получается 50 пар чисел, и сумма каждой пары 
равна 101, поэтому общая сумма: 50 ⋅ 101 = 5050. 

Действительно, последовательность натуральных 
чисел является арифметической прогрессией. Здесь 
a1 = 1 и d = 1.

Гаусс рассматривал четное число слагаемых, поэтому 
он смог разбить их на пары. Можно поступить иначе. 
Возьмем еще одну такую же сумму, но слагаемые запишем 
в обратном порядке:

100 + 99 + 98 + … + 2 + 1.
Сложим ее почленно с исходной суммой, и слагаемые 

попарно сгруппируем:
(100 + 1) + (99 + 2) + (98 + 3) + … + (2 + 99) + (1 + 100) = 2S.

Суммы в каждой из скобок равны между собой, значит,

2S = 100 (1 + 100),       S = 50 ⋅ 101 = 5050.

В общем случае

( )1 +
2

nn a a
S = .

По материалам Энциклопедии для детей. Т. 11. 
Математика (М.: Аванта+, 2002)
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